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第 一 章 预备 知识 


Si E 


为 了 确定 空间 中 点 的 位 置 ， 必 须 首先 在 空间 中 建立 参考 系 . 
最 简单 的 参考 系 就 是 空间 直角 坐标 系 ， 即 储 卡 儿 坐 标 系 ， 所 谓 三 
维 欧 氏 空间 E^ 中 的 笛 卡 儿 举 标 系 是 指 从 一 点 O 引出 的 三 条 彼此 
垂直 的 实数 轴 ， 这 三 条 实数 轴 分 别称 为 站 轴 、7 轴 和 2 fà. S 
通常 还 要 求 笛 卡 儿 坐 标 系 是 右手 系 ， 即 在 右手 的 食指 、 中 指 分 别 
指向 X d. Y 轴 的 正 向 时 ， 大 姆 指 人 恰好 指向 2 轴 的 正 向 ,点 0 WR 
DERA. Fi jh 上 是 分 别 表示 Wü. Y Bh. Z fh 正 向 的 单 
位 向 量 ， 则 笛 卡 儿 坐 标 系 也 可 以 用 {03i,7,k 来 表示 ， 后 者 称 为 
E: 中 的 一 个 右手 单位 正 交 标 架 ， 简 称 为 正 交 标 架 ， 
在 空间 E* 中 国定 一 个 正 交 标 架 {03i,j, 导 之 后 ， 每 一 点 pe - 
E 可 以 等 同 于 一 个 向 量 Ip. 我 们 称 OHA p 关于 坐标 原点 
0 ICE SE Op 可 以 唯一 地 表示 成 ?7 六 的 线性 组 合 ， 
Op= Xi+ y j d- zh, (a) 
则 (x,y,2 是 向 径 Op 的 分 量 ， 也 称 为 点 p 在 第 卡 儿 坐标 系 {0; 
i,j ,下 的 举 标 。 因 此 ， 在 取 定 直角 坐标 系 之 后 ， 空 间 OE" 中 的 
点 与 三 个 有 序 的 实数 构成 的 组 (x,y,z) 是 成 一 一 对 应 的 ， 即 EE 
中 的 点 可 以 看 作对 应 的 三 个 有 序 的 实数 . 
现在 来 考察 E 中 正 交 标 架 的 集合 ， 若 (Pies ed 是 另 一 
个 正 交 标 架 ， 它 的 位 置 可 以 如 下 确定 ， 设 
OP =a, itaj + ask, 
e; =a, i t a,J +ask, 
e, =d, it dJ tank, 9) 


e, 0,10 a,,J T ayk. 


因为 ,是 做 此 正 交 的 单位 向 量 ， 所 以 。。 ，_， 
3 » 1], 
ees», ud 二 05 一 0, iz. (3). 
由 于 esese 成 右手 系 ， 所 以 
e€, =€, X €z 
Am 
(e,,€e:,€,)=(e, x ei)-e, 
d, da ^| 
= | an du 04,71. (4) 
Gy d, e, | 
命 . 
a= (2,,0,,2,), 
ün qs du 
i d;; 5 ) (5) 
4; dss üy 


则 4 是 其 行列 式 为 1 的 正 交 矩阵， 


即 4e SO(3)， 在 取 定 的 坐标 系 


{0;i j k} T, E PERR IS TERRE (2,4) 是 一 一 对 应 的 ， 
因此 E' 中 的 爹 体 正 交 标 架 的 集合 可 以 与 ' x SO(3》 等 同 起 来 ， 


这 是 一 个 6 维 的 空间 . 


E” 中 不 同 的 正 交 标 架 给 出 了 不 同 的 第 卡 儿 坐标 A ie (O5 
i j k} Ai Pie ene) E 中 的 两 个 正 交 标 架 ( 见 图 1) ， 它 


e 
们 的 关系 由 〈2》 式 给 出 ， 设 点 Q@ RFO, JR heti y, 
z), XT {Pie ,es,e,} 的 坐标 是 (x yY ), yj 


t 
ÓQ =xi + yj zk— eoi) 
k 


i\ e, 
一 co 让 《xy x d 
k e, 


i 
= [et .y.2):4) 0 J 
EY 


因此 ， 点 0 的 坐标 (x, y, 和 (x.y ,zx’) 之 间 的 关系 是 
(x,y,z)—ad (x,y ,2)* A, (6) 
或 


ya, Xa +Y ar G2 (6^) 
z—a,Ttxa,Ty0;4,T2z85.. 
正 交 标 架 的 重要 性 还 在 于 它 能 表示 欧 氏 空间 E 中 的 刚体 运 
动 。 所 谓 刚体 运动 原来 是 物理 学 上 的 一 个 概念 。 如 果 一 个 物体 在 
空间 E 中 的 运动 不 改变 它 的 形状 和 大 小 ， 只 改变 它 在 空间 中 的 
位 置 ， 那 么 这 个 物体 的 运动 就 称 为 刚体 运动 。 要 确定 一 个 刚体 在 
空间 中 的 位 置 只 要 确定 刚体 上 不 共 线 的 三 个 点 的 位 置 就 行 了 .这 
样 ， 在 刚体 上 装 一 个 正 交 标 架 ， 则 这 个 正 交 标 架 在 空间 中 的 位 置 
就 代表 了 这 个 刚体 的 位 置 .在 某 一 时 刻 ， 对 于 空间 中 的 任意 一 
点 ， 我 们 可 以 把 它 看 作 刚 体 上 的 一 点 在 此 时 刻 的 位 置 ， 当 刚体 在 
空间 中 运动 时 ， 这 个 位 置 随 着 刚体 一 起 运动 ， 这 样 ， 我 们 得 到 空 
间 Ee 到 它 自身 的 一 个 变 的 ,假定 一 个 刚体 上 的 标 架 (Oii, J.A] 
在 运动 之 后 变 到 标 架 (Poe, e; o.) 所 在 的 位 置 CILE 2 ) ,把 这 个 


E 


[7 十 %' ai 十 ya 十 Za 


i 
位 移 记 作 o .那么 空间 E 中 任意 一 点 8@ 在 o 作用 下 的 象 点 0'= 
a(Q) XT {P;e,,e,,e,} 的 相对 位 置 与 Q 关于 {0;i j,k} 的 相对 


位 置 是 一 致 的 
设 . 
00- e») 
k 
则 
PO'= ceo 中 
所 以 ^ 
0Q' =0P + PO 
i 
一 eral j ) 
k 
这 就 是 说 ， 象 点 0'—o(Q) 关于 {0;i, j,k} 的 坐标 是 
(x ,7 2) a (x,y,z)A, , (7) 
或 


x =a, + xa, + ya,, tra, 
(Detant ret ttes (7 


z =a, xay, 4- Yas E Zags 


Ai, M 10:0, kh ZRP ee e) RM DO — (xy 2) 
变 到 点 Q'— (x ys. We dR Quy vu) 与 Guy, 2) 之 间 的 
关系 是 由 (7 人 ) 式 给 出 的 . 注意 到 公式 (7) 和 (6) 有 很 大 的 相 
似 性 ， 但 是 它们 的 意义 是 完全 不 同 的 。 这 种 公式 上 的 相似 性 说 明 
刚体 运动 在 某 种 意义 上 可 以 看 作 是 一 个 坐标 变换 ， 具 体 一 点 说 ， 
(7) 式 可 以 看 作 关 于 (Pie, esed 的 坐标 是 《x,y,z) BOO 
的 坐标 变换 问题 . . PE 

我 们 可 以 把 上 面 的 讨论 总 结 成 如 下 的 定理 ， T3 

定理 1 E 中 的 刚体 运动 把 一 个 正 交 标 架 变 成 一 个 正 交 标 
架 ， 反 之 ， 对 于 E 中 任意 两 个 正 交 标 架 ， 则 必 有 E 的 一 个 刚 
体 运动 把 其 中 一 个 标 架 变 为 另 一 个 标 架 . 

很 明显 ， 刚 体 运 动 看 作 空间 P 到 它 自身 的 变换 上 时， 保持 空 
间 中 任意 两 点 之 间 的 距离 不 变 、 从 E 到 它 自身 的 一 个 变换 ， 如 
果 保 持 任意 两 点 之 间 前 距离 不 变 ， 则 称 它 是 一 个 等 距 变 换 ， 容 易 
证 明 ， 等 距 变换 把 共 线 的 三 点 变 为 共 线 的 三 点 ， 并 且 保 持 分 比 不 
变 ， 进 而 可 证 等 距 变 换 是 如 (7) 式 给 出 的 线性 变换 ， 其 中 只 要 
RENA 是 正 交 和 皇 阵 ， 不 要 求 它 的 行列 式 是 正 的 . 因此， 等 距 变 
换 把 一 个 单位 正 交 标 架 变 为 一 个 单位 正 交 标 架 ， 但 是 可 能 把 右手 
系 变 为 左手 系 ， 换 名 话说 ， 等 距 变 换 是 一 个 刚体 运动 或 刚体 运动 
与 反射 的 合成 . m 

在 空间 E* 中 取 定 笛 卡 儿 坐 标 系 之 后 ， 几 何 图 形 就 能 用 坐标 
来 表示 ， 几 何 图 形 所 固有 的 性 质 自然 也 可 以 用 坐标 来 表达 ， 但 是 
其 表达 式 应 以 与 所 到 的 篇 卡 儿 坐标 系 无 关 ， 反 过 来 ， 儿 何 图 形 的 
一 个 用 华 标 表示 的 车 如 果 与 坐标 系 的 选取 无 关 ， 因 而 它 在 图 形 的 
刚体 运动 下 保持 不 变 ， 这 个 量 就 是 几何 图 形 所 固有 的 量 . 我 们 所 
研究 的 就 是 图 形 的 这 种 几何 不 变量 . 

除了 正 交 标 架 以 外 ， 我 们 还 可 以 考虑 仿 射 标 架 ， 所 谓 仿 射 标 
架 是 指 一 个 点 P 以 及 放 在 点 了 的 三 个 不 共 面 的 向 量 eene M 
组 成 的 图 形 {P;e,,e,,e,}， 不 要 求 这 三 个 向 量 有 单位 正 交 性 质 . 
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fi 

Eu Te, es IKSI, j<3, (8) 
我 们 称 (60 为 仿 射 标 架 {Piee:'e:} 的 度量 系数 , 空间 E? 的 
刚体 运动 把 仿 射 标 架 变 为 仿 射 标 架 ， 并 且 保 持 它 的 度量 系数 不 变 
以 及 保持 标 架 的 定向 不 变 。 很 明显 ，E 中 的 全 体 仿 射 标 架 的 集 
合 可 以 与 EF! xGL(3) 建立 一 一 对 应 ， 其 中 GLO) 表示 非 退 化 
3 x 3 矩阵 的 集合 ， 因 此 巨 ， 中 全 体 仿 射 标 架 的 空间 是 一 个 12 维 的 
空间 . 


$2 qp] E ER X 


我 们 用 及 ”表示 有 序 的 三 个 实数 的 组 所 构成 的 三 维 向 量 空 
间 ， 在 其 中 定义 了 通常 的 数量 积 ， 向 量 积 和 混合 积 。 设 


a= (a, ,02,04:), 


b — (b, ,6b,,b,), e» 
c 一 (cciycs)， 
Wi a fne 的 数量 积 是 
a:b—la|lb|lcosz (a,b) — 377 (2) 


a ji b 的 向 量 积 是 一 个 向 量 ， 它 的 定义 是 


a8; €, 8, d, . a, d, 


, 


axb=( 


) e 


b, b, b, b, b, b, 


因此 

axbla, axbib, 
H. a,5,ax b. KAFA, UK 

[aX 5| — |a| |b] sin<(a,b); (2) 
向 量 a b, c 的 混合 积 是 


€, aa ^ | 
b, b, 2| (5) 


€; CC: G 


(a,5,c) - (ax b): c= 


它 的 几何 意义 是 向 量 a,b, e 所 张 的 平行 六 面体 的 体积 . 

因此 ， 所 谓 疝 量 函 数 实际 上 是 指 三 个 有 序 的 实 函 数 ， 设 有 向 
LIT MORICONTONTO) ME EET 3 G) yC), 
z(!) 都 是 : 的 连续 函数 ， 则 函数 (1) 就 是 连续 的 。 向 量 函 数 7(!) 
的 微 商 和 积分 的 定义 与 普通 函数 的 微 商 和 积分 的 定义 相同 ， 


drt) lim r(t, 4 At) - r(t,) (6) 
t Aso At 


= CORON z' (5), t, € (a, 5), 
人 r(t)di= lim Y py 


-(f xa, C xoa, C at), c 


Hp at Lt Let =b 是 [a,5] 的 任意 一 个 分 割 ,Ati=t; 一 ti 
ti E [ti 1s4]， 由 此 可 见 ， 向 量 函 数 的 微 商 和 积分 分 别 归 结 为 它 
的 分 量 函 数 的 微 商 和 积分 ， 因 此 疝 量 函数 的 可 微 性 和 可 积 性 归结 
为 它 的 分 量 函 数 的 可 微 性 和 可 积 性 ， 

现在 假定 a(t) ,b(G) ,eli) 是 三 个 可 微 的 向 量 函 数 ， 它 们 的 数 
量 积 、 向 量 积 和 混合 积 的 微 商 有 下 列 公 式 ， 

定理 1 G) (al) bO =a t) b)+ a) b 0) 

Gi) (aQ) x b())' =a Ct) x b) + a) x b' (y 

(iii) (a() b, e)" = Ca (OD), b) 

+ (a(, b Ct) e) + (aC BG e (0). 

它们 的 证 明 是 直接 和 的， 下 面 的 命题 给 出 了 一 些 有 特殊 性 质 的 
向 量 函 数 的 判定 条 件 ， 以 后 会 经 常 引用 . 

定理 2 Bal) 是 一 个 非 零 连 续 可 微 尔 数 ， 则 

O 函数 a(1) 的 长 度 是 常数 ， 当 且 仅 当 a(t) .aCGD) 三 0 

Gi) 函数 aC) 的 方向 不 变 ， 当 且 仅 当 a’ C) x a=; 

Gii) HE a(t》 与 一 个 确定 的 方向 垂直 ， 当 且 仅 当 (aC), 


7 


a'i), a” (t) Y=, 
证 明 G) 因 | alt) |*—2 a't) alt), KaG) = 


常数 ， 当 且 仅 当 a: a0) 0. 
Gi) 若 aC) 的 方向 不 变 ， 则 有 单位 常 向 量 b, ER aCO2S 
alt) — f():5, 
X fO)UREXERERTORERE. DRE 
a (0) — f' (0-5, 
a (t) x a(1) 0. 
EZ, Wa)xa()—0, ép b(ü)-—aQ)/la(D1, W1BCD1—1. 
HO 可 知 B ()-5(02-0, Hl b'(-a(0) 0. AELA 
a(t) — f (1) bC), 
其 中 f(O)—laQ)|, M 
a (fO) b 0 FG) 5G), 
a (1) xai) =f) b' G) x a(t)—0, 
因此 b Gal) HET b'(-aC) —0, f 500, BI 50 XE 
常 向 量 ， 即 向 量 邱 数 aC) 的 方向 不 变 . 
Qi) 设 有 单位 常 癌 量 b, ER aG) 5-0. 对 此 求 导 得 
ea Ct) :60, a' (t) :b=0, 
Di. a), aG), ORRE b 的 正 交 补 空间 内 ， 即 对 于 任 
EH 5 IE aG), d0), a' (是 共 面 的 ， 于 是 
(aG) a 0) ,a' (22) —0. 
反之 ， 车 上 式 成 立 ， 则 
(COET EOR (t)S=0. . 
E a) xa (0 三 0， 则 由 (2 ) 式 可 知 <(f) 有 确定 的 方向 ， 若 a() 
xa (12550, fg b()—a( xa (5, FË 
b (1) a(t) x a' C), 
b x b G) =b) x alt) x a' (0) 
=b): a'(0)a) - (OQ) alt) Ja t) 
= (a(t) ,a' (t) , a G) Ja) =, 


55 KO 有 确定 的 方向 . fb =b0)/1b0)l, Wi] b, 是 常 向 量 ， 
并 且 
a(1)* b,—0. 

注 记 在 证 明 (iii) 的 充分 性 时 ， 已 假定 ea(Ct x a ait A MA 
立 零 点 . 车 a0) x a GO) 有 孤立 零点 to TRAE TIENT 
t 的 任意 一 个 邻 域内 ，《〈ii 认 的 充分 性 不 成 立 ， 以 后 ， 为 了 定 
叙述 的 简便 性 ， 仍 保留 了 这 种 不 完备 性 ， EE mH 
过 程 中 可 以 容易 地 看 出 这 一 点 ， 


第 二 章 曲线 论 
$81 参数 曲线 


在 这 一 节 我 们 要 对 所 研究 的 曲线 作 一 些 规定 。 在 直观 上 ，E* 
中 的 一 条 曲线 是 指 E^ 中 的 一 点 随 着 时 间 上 的 变化 而 运动 所 得 的 
轨迹 . 换言之， 五 : 中 的 一 条 曲线 可 以 表示 成 从 区 间 [a,b] A E 
的 一 个 连续 映射 | 
p: [a,b ]—E', a) 
he Eg 在 E!cBEO XE A AFERU mA {0;i, 
,有 ， 则 曲线 上 的 点 POUKI) E Op) 是 等 同 的 ， 命 
"a Op (D, Wl rG) 可 以 表示 为 
r() — x(Di + yQ)J ^ zG)R, (2) 
AE, i C) 等 价 于 三 个 实 BENE 0), yG), z0). 通常 在 
HEREA (014, k} 下 ， 把 曲线 记 成 
T()-—x(D,y0G),z0).  t€[a,5], (3) 
其 中 i 是 曲线 的 参数 ，〈《3 ) 式 称 为 曲线 的 参数 方程 
由 定义 可 知 ， 


AN FÉ AD) - rG) 
"(= lim Ab O 
一 (xz 0), y QO,z0). 
如 果 坐 标 国 数 xC(D, yC), zO ERR, MIR r(O) AE RI fit 
的 ， 显 然 ， 这 个 概念 与 笛 卡 儿 坐 标的 选取 无 关 ， 
导数 ” (上 有 明显 的 几何 意义 .r(+AD 一 rt) 表 示 从 点 ra) 


到 邻近 点 roe ADU, ETAD = re 代表 经 过 点 r(6 和 
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r(t-- At). 的 制 线 1 的 方向 向 量 ， 当 At 一 0， 割 线 ! 的 极限 位 置 就 
是 有 曲线 在 点 rO, Api r(750, M r (0) 是 曲线 在 ra) 
的 切线 的 方向 向 量 ， 称 为 参数 曲线 的 切 向 量 ， 这 时 ， 有 曲线 在 点 
ri 有 完全 确定 的 切线 . 这样 的 点 称 为 曲线 的 正则 点 。 曲 线 在 正 
则 点 的 切线 方程 是 
X(u) —r()) +ur (t), (4) 
其 中 t 是 圈定 的 ，w 是 切线 上 点 的 参数 ，X (wu) 是 切线 上 的 点 的 
ie ( 见 图 3) . 
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我 们 假定 所 研究 的 曲线 满足 下 面 两 个 条 件 ， 
G) 至少 是 三 次 连续 可 微 的 ， 
GD 曲线 上 处 处 是 正则 点 ， 即 对 任意 的 5 有 r040. 
我 们 把 参数 增 大 的 方向 称 为 参数 曲线 的 正 向 ， 显 然 ，(: ) 
”正好 指向 曲线 的 正 向 。 0 

曲线 的 参数 方程 不 是 唯一 的 。 如 果 在 空间 中 取 另 一 个 生 卡 玫 
坐标 系 ， 则 曲线 的 方程 就 要 作 一 个 相应 的 变换 更 重要 的 是 参数 
的 选取 也 不 是 唯一 的 。 为 了 保证 曲线 的 正则 性 条 件 保持 不 变 ， 我 
们 要 求 曲线 所 容许 的 参数 变换 一 iu) 满足 以 下 两 个 条 件 

G) z(w) JE u 的 三 次 以 上 连续 可 微 函 教 ， | 

Gi) (Cu) BEI T: 20. 
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如 上 的 参数 变换 在 正则 曲线 的 参数 方程 之 间 建 立 了 一 个 等 价 
关系 ， 实 际 上 ， 我 们 所 考虑 的 曲线 是 正则 参数 曲线 在 上 述 等 价 关 
系 下 的 等 价 类 ， 等 价 的 参数 曲线 看 作 是 同一 条 曲线 ， 

如 果 把 条 件 (ii) 换 成 i(w)>>0， 则 容许 参数 变换 还 保持 曲线 
的 正 向 不 变 ， 在 这 种 意义 下 的 等 价 类 称 为 有 向 正则 曲线 . 

例 1 Aż, rG)= (acost,asint, bt), E rR a,b E% 
数 ，o>>0， 它 可 以 看 作 一 个 点 绕 子 轴 作 半径 为 a 的 等 速 圆周 运动 
与 该 点 沿 z 轴 方 向 作 等 速 直 线 运动 的 合成 《 见 图 4)， 即 

r(i)=(acost, asint, 0)--(0,0,5t), 


显然 | 
r'(t) -(-asint,. acost, b), 
[r () |! —a' cr 070. 
这 是 一 条 正则 曲线 . 
y 
x 
图 4 5 


例 2 平面 曲线 
r(t) — 5, t£). 
这 是 一 条 可 微 曲 线 ， 但 是 £(00)—(0,0, Br 以 它 不 是 正则 曲线 
( 见 图 5)。 从 图 形 上 看 ,该 曲线 在 1=0 处 有 一 个 尖 点 。 由 此 可 见 ， 
可 微 的 参数 曲线 与 直观 上 光滑 的 曲线 〈 即 切线 连续 变化 的 曲线 》 
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是 不 一 致 的 .在 尖 点 尽管 有 唯一 确定 的 切线 ， 但 是 把 切线 看 成 有 
向 直线 时 ， 在 通过 尖 点 时 ， 切 线 要 转动 180"， 我 们 还 很 容易 构造 
出 可 微 参数 曲线 的 例子 (比如 锅 仑 状 曲 线 ) ， 它 在 非 正 则 点 没有 
确定 的 切线 ， 对 于 正则 曲线 不 会 出 现 这 种 情形 ， 也 就 是 正则 参数 
曲线 和 直观 上 光滑 的 曲线 是 很 好 地 吻合 的 ， 

用 参数 方程 表示 曲线 是 一 种 十 分 一 般 的 方法 ， 而 且 使 用 起 来 
比较 方便 ， 特 别 是 在 对 曲线 进行 运算 和 变换 时 更 是 如 此 ， 有 了 时 候 
曲线 也 可 以 用 坐标 之 间 的 函数 关系 来 表示 ; l 

y=y(x),  z—z(x).- . €5) 
但 是 ， 这 只 是 参数 方程 的 一 种 特殊 情形 ， 即 可 以 把 x 取 作 曲线 的 
参数 ， 记 成 

r(x) — (x,yG 200). (6) 
HARRIER EdERBABIEN SS. 由 于 在 上 述 表 达 式 中 ， 坐 标 
x,y,2 的 地 位 是 不 对 等 的 ， 因 此 不 是 所 有 的 曲线 都 能 如 此 表示 
的 。 然而， 对 于 正则 曲线 ， 在 某 个 邻 域内 总 是 可 以 选取 某 个 坐标 
作为 曲线 的 参数 (习题 4) ， 表 成 类 似 于 6) 或 〈6) 的 有 形式， 

曲线 还 能 用 坐标 的 隐 式 方程 来 表示 . 例如， 一 条 曲线 可 以 是 
两 个 联 立 方程 


(7) 


f x; y 2) —0, 
ees co 


的 解 (x,y,z) 的 集合 ， 其 中 sy 和 gis y 2) AERA CLER 
数 ， 从 直观 上 看 ， 这 两 个 方程 分 别 代表 两 张 曲面 ,而 所 考 虚 和 的 曲 
线 则 是 这 两 张 曲面 的 交 线 . 如 果 这 条 曲线 的 参数 方程 是 r(0— 
(x(0,x€0,200), RADE (7) 便 得 到 恒等式 
ACOLO OIEI 

- gixXD,yQ,z0)0z0. 
对 t 求 导 得 到 
| 13 


2f 0 a 
"ax ^ x'a) +y G) 十 z(t) =0, 
(8) 
28x) P * " 2) 0, 
这 说 明 切 向 量 ra) 平行 于 
( af af 2L )x (28, Og 2g 
ax ' 3y’? əz óx' Gy’ dx /° 
车 上 述 向 量 不 为 零 ， 即 矩阵 
3f 39f 3f 
3x 3y 2z l 
| | o» 
.-98 2g Og 


ax ày az 


的 秩 为 2， 则 由 隐 函 数 定 理 ， 从 方程 组 〈7) TAR 出 其 中 两 个 
坐标 作为 第 三 个 坐标 的 函数 .例如 ， 当 


2f | ef 
9y az 
#0 

2g 2g 

oy az 
时 ， 可 解 出 

y=7(x), 7=z(x), 
使 得 


f(x, y Cx) 2(x))7—0, 
| gx, y ,2(x))7z0, 

于 是 该 曲线 的 方程 是 

r(x) — (x, y(x), z(x)), 
由 此 可 见 ， 如 果 foy, gon ys EERTE, p n, 
y, 是 方程 〈7) ØR BER (9) 在 点 p Mu TREE, WE 
BH (7) 在 点 p 的 一 个 邻 域 内 的 解 是 一 条 经 过 p 点 的 正则 曲 
线 . 
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3 HH 

1. 将 一 个 半径 为 r 的 圆 盘 在 XY 平面 内 沿 X 轴 作 无 请 动 
的 滚动 ， 写 出 圆 盘 上 一 点 的 轨迹 方程 〈 这 条 曲线 称 为 旋 轮 线 ， 或 
摆 线 ) . 

2. 证 明 ， 曲 线 rO) = (3,3,2 的 切线 与 某 个 确定 的 方 
向 成 定 角 . (1,0,.0 

3. 设 平 面 曲线 C 与 同一 平面 的 一 条 直线 1 相交 于 正 , 则 点 
P， 并 且 落 在 直线 ! 的 一 便 。 证 明 ， ! 是 曲线 C 在 点 p 的 切线 . 

4. 证 明 ， 若 曲线 rO 在 点 有 o xG760, WüikHhfkdE 
t, 的 一 个 邻 域内 可 以 表示 成 

y=f(x), z=g(x). 


x'-c-y'Lz'-1, zl 
EI IN 的 参数 方程 
入 十 入 一 A Lok 
>s z Y ' ra 
es YO) (te, crb, 5 ), 


$2. HARE 


WE hEN C 的 方程 是 r—r(), axusb. di 
s-V Ir cola, (1) 
则 S 是 该 曲线 的 一 个 不 变量 ， 即 它 与 空间 Et 中 的 笛 卡 儿 坐 标 系 
的 选取 无 关 ， 也 与 曲线 的 保持 定向 的 容许 参数 变换 无 关 ， 前 者 是 
因为 在 入 卡 儿 坐标 变换 下 (第 一 章 8189 (6) 式 ) lr (01 是 
不 变 的 ， 关 于 后 者 ， 不 妨 设 参 数 变 换 是 | 
i—t(u), t (090, aus. p, (2) 


Jt R. . 
t(a) —a, (B) =b, 


因此 


dr(t Cu)) 
du 


d ^ dt - 
HAO 224 (3) 
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根据 积分 变量 赫 换 公式 有 
ti dr (1)|, (F 
f. à jf 
zii 
所 以 S 与 参数 变换 (2) 是 无 关 的 . 
不 变量 S 的 几何 意义 是 该 段 曲 线 的 弧 长 ， 容 易 证 明 ， 
人 Ga= im Dr) rb) 


5i qo 
其 中 a-necnee—u-bdépjB [e，5] 的 任意 一 个 分 割 《 见 图 
6). EA, EXE ERR Ae TR. a He e 2g rt.) 9 rC), "t5 


d dt 
SG Qu) | itas 


dr( Qu )) 
: du jeu, 


rG) 的 折线 的 长 度 ， 因 此 |r'C) lac 是 将 曲线 不 断 细 分 所 得 
折线 的 长 庆 的 极限 ， 也 就 是 该 曲线 的 长 度 . 


tab 


现在 令 | 
TOLIMLAOIET o 


则 s( 是 曲线 C 上 从 a 到 上 HMR. HF sG) 是 上 的 三 次 
以 上 连续 可 微 的 菌 数 ， 并 且 


ds(t) |. 
350. | 6), 


所 以 《4) 式 给 出 了 曲线 C 的 保持 定向 的 容许 参数 变换 。 换 句 
话说 ， 我 们 总 是 可 以 把 正则 曲线 的 弧 长 作为 它 的 参数 ， 这 种 参数 
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RARS. SUEKOBORBS GOL (ET EJEH EAE ERES CR 
多 差 一 个 常数 ) ， 与 由 线 的 坐标 表示 和 参数 选择 都 是 无 关 的 。 由 
(4) 式 得 到 | 
ds |r' (t) | di. ENO 

从 C) 式 可 知 ，ds 也 是 曲线 的 不 变量 ， 称 为 曲线 的 弧 长 元 素 . 

注意 到 积分 (4) 往往 不 能 用 显 式 表示 出 来 ， 所 以 真 要 把 曲 
线 的 弧 长 函数 算出 来 常常 是 很 困难 的 ， 或 做 不 到 的 ,下面 的 命题 
给 出 了 参数 上 是 毋 长 参数 的 特征 ， 是 十 分 有 用 的 ， 

定理 1 ikrar), aKo 是 E* 中 的 一 条 正则 曲线 ， 则 
t 是 它 的 弧 长 参数 的 充分 必要 条 件 是 |r (OO | 1. 


证 明 BUS - r0, BIA ds 一 dt 当 且 仅 当 |r (61 = 
1. 

xd BS CUR SORS. BERDUR Ko BIS TEE A MJ 
的 切 向 量 场 是 单位 切身 量 场 ， 为 了 强调 已 经 把 弧 长 取 为 曲线 的 参 
数 了 ， 我 们 通常 用 “. ”表示 对 于 弧 长 参数 的 微 商 ， 如 站 (s》 等 
等 . - 

3 m 

1。 设 下 面 的 常数 之 0， 求 曲线 在 指定 范围 内 的 弧 长 ， 

(1) r(t) = (acht, asht , at), ib. 

(2) BBR ymach ^, [0,2]. 

(3) "do r(0) (acost,aln(sect-Ftgt) ~ asint), [0,1]. 


2. 求 下 列 曲线 的 单位 切 向 量 场 下 ， 


(1) 圆 螺 旋 线 r(2)— (acost,asint,bt), a0. 
(2) r(t) — Ccos*t , sin?t, cos2t). 
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3. 设 曲 线 C 是 下 面 两 个 曲面 的 交 线 ， 


求 C 从 点 (2,0,0) AR (xy 2) HRE. | 
4. 求 曲 线 + 二 r《t)， 使 得 r(0-— (1,0, -5), r (一 全， 


t,e'). 


$3 HARM Frenet 标 架 


设 曲线 C 的 方程 是 r—r1G), Hp os dh 线 的 张 长 参数 . 
由 上 节 的 定理 ium i(s) 是 曲线 C 的 单位 切 向 量 场 . 命 

a()-PRG. | (1) 
下 面 我 们 要 研究 如 何 刻 划 曲线 的 弯曲 程度 ， 从 直观 EE, als) 
是 曲线 C 在 处 的 方向 向 量 ， 因 此 当 一 点 沿 曲 线 以 单位 速率 行 
进 时 ， 方 向 向 基 转 动 的 快慢 反映 了 曲线 的 弯曲 程度 ， 向 方向 向 量 
Qa(s) 转 动 的 快慢 恰 好 是 用 |&(s)| 来 衡量 的 ， 

als) 


als+As) 
ats 


als) 
o A0 
a(s-As) 
B7 
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定理 1 Bal) 是 曲线 > 一 r(s) 的 单位 切 向 量 场 ，* EM 
长 参数 ， 用 A0 表示 向 量 w(s+As) 与 a(s) 之 间 的 夹 角 ， 则 


m o 
证 明 ”我们 把 曲线 上 的 单位 团 向 量 a(s 羡 行 称 动 到 原点 0， 
则 它 的 端点 便 描 出 一 条 单位 球面 上 的 曲线 ，Ab 就 是 asc As) 


与 a) 所 张 的 角 《 见 图 7〉， 而 la(s -Qls)| 正好 是 它 
MAAK, MA 


| àG) |= lim 1 G+49) - a (s)| 
Ar | As] 


定义 ” 命 x 二 | &(:)1|， 我 们 称 « 为 曲线 r=rCs) 在 s 处 的 
HE, fal) 为 该 曲线 的 曲率 向 量 . 

把 曲线 C 的 单位 切 向 量 wks) 平行 移动 到 原点， 其 端点 所 
描 出 的 曲线 称 为 曲线 的 切线 象 ， 它 的 参数 方程 就 是 


r—a(s). (3) 
一 般 说 来 ，s RAGEUMESUSUSUKA*. MAR BACECCXE 
dáz: às) | ds — ds, (4) 
所 以 i 
|, d$ 
K "ds (5) 


即 曲 线 的 曲率 * 是 曲线 的 切线 象 的 弧 长 元 素 与 则 线 的 绝 长 元 素 之 
H. | 
因为 |a(s)|= 二 1， 由 第 一 章 82 的 定理 2 qnas) - às) =0， 

所 以 曲率 向 量 Gs) 是 曲线 的 一 个 靶 疝 量 场 ， 如 果 “天 0 ， 则 向 
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EK ál) 有 完全 确定 的 方向 向 景 ， 将 这 个 方向 向 量 记 作 BOO, 
称 为 晶 线 的 主 法 向 量 . 这样， 曲 素 向 量 a(s) 可 以 表示 为 
G(s)=xB(s). (6) 

由 曲线 的 单位 切 向 量 场 aC) 和 主 法 向 量 BGs)， 唯 一 地 确 

定 了 曲线 的 第 二 个 法 向 量 场 
yG) a) x BG), (7) 

称 为 曲线 的 次 法 向 量 场 ， 这 样 ， 在 正则 曲线 上 曲率 * 关 0 的 点 有 
一 个 完全 确定 的 右手 单位 正 交 标 架 rC) als), BC, yG, E 
的 确定 不 受 曲线 的 保持 定向 的 参数 变换 的 影响 ， 我 们 把 它 称 为 曲 
线 在 该 点 的 Frenet 标 架 . 

如 上 所 述 ， 在 x = 0 的 点 ，Frenet 标 架 是 没有 定义 的 ， 如 
果 * 三 0， 则 C() 三 0， 于 是 a(s)= 常 向 量 ， 恋 曲线 是 一 条 直 
线 ， 通常 我 们 在 该 直线 的 任意 一 点 取 定 两 个 彼此 正 交 的 单位 法 向 
量 B，y， 然 后 将 它们 平行 移动 ， 把 所 得 到 的 平行 的 右手 正 交 标 
架 场 看 成 是 沿 直线 和 的 .Frenet 标 架 场 . 但 是 若 使 (50-0 的 点 
s。 是 孤立 点 , 则 情形 就 变 得 十 分 复杂 了 .在 s 的 两 侧 , 由 于 曲线 
的 曲率 不 等 于 零 ， 歼 有 确定 的 Frenet 标 架 场 ， 如 果 在 :一 s, 士 0 
时 ， 宅 们 的 极限 是 同一 个 标 架 ， 则 可 以 把 Frenet WAR 场 的 定义 
域 扩 充 到 这 个 孤立 点 s%， 但 是 在 十 分 一 般 的 情况 ，*， 两 侧 的 
Frenet WE s 一 so 士 0 时 的 极限 是 不 一 致 和 的 ， 因 此 不 可 能 把 
Frenet 慰 架 场 的 定义 域 扩充 到 s,( 见 习题 5) . 

内 为 没 着 曲 雍 不 等 王 堆 的 曲线 可 以 内 在 地 确 定 它 的 Frenet 
标 架 场 ， 所 以 原来 在 E 中 的 一 条 曲线 便 变 成 了 E 上 的 正 交 标 
架空 间 中 的 一 条 曲线 ， 这 种 看 法 有 基本 的 重要 性 ， 因 为 我 们 讨论 
E^ 中 曲线 的 存在 性 和 唯一 性 都 是 把 它 看 成 正 交 标 架 空间 中 的 曲 

在 曲率 x 250 的 点 ，Frenet 标 架 {rCs); a(s), BC), yC)} 
的 三 根 轴 分 别称 为 曲线 的 切线 、 主 法 线 和 次 法 线 ， 三 个 坐标 面 分 
别称 为 曲线 在 该 点 的 法 平面 (以 a(s) 为 法 向 量 ) 、 从 切 平面 
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(以 BG) 为 法 向 量 ) 和 密切 平面 (以 vC) 为 法 向 量 ) ， 它 们 
的 方程 分 别 为 

法 平面 (X-r()).a(s)=0, 

从 切 平面 (X -+(s)):B(s)=0， 

密切 平面 (X-rCGD)).y(G)=0， 
其 中 X 是 平面 上 动 点 的 向 径 ， 

现在 我 们 叙述 曲线 的 曲率 和 Frenet 标 架 的 计 算 方 法 ， 如 果 

曲线 r= C) UAK s 为 参数 ， 则 曲线 的 曲 率 及 Frenet 标 架 
可 以 根据 定义 直接 算出 ， 实 际 上 ， 


eQ- 9, «=á G) [=r GI. (8) 
iR 50, Rl 


Bio-39., y= a) x o O02, (9) 
BF “一 一 一 一 一 Fel 


如 果 曲 线 的 方程 是 r=r0), : 不 是 弧 长 参数 ， 则 


ds, s 
à" IP 


aG) e. K, rO=Ir 0) aG). 
对 后 一 式 再 微分 得 到 


PG) 3r Olaq e pq]. 38.3 


- ilr O aco p O08, 


所 以 : 
rG) xr a= lr leal) x BO) 
=s |r (£) | yG), 


E^! 


由 此 得 到 
E r lr IG X r'(t) | y= 人 人) x r'() 


/^— wor ^ roxo 
BG) -—-y(»x aC) 
CD - OO :na»rz! e (10) 


Ir'G)-Ir (Ox r'()| 


441 求 圆 螺 旋 线 r—(acost,asint,bt) 的 曲率 和 Frenet 
标 架 (o0 《和 参看 图 4) . 
解 ” 求 导 得 到 
r —(-asint,acost,b), 
r' —(-—acost, ^ asint,0), ` 
r Xr'-—(absint, - abcost,a?), 


因此 


La f aban Io b 
a=] ( varo yago Ou ) 


r xr 


= =r b sint, B cosi < m) 
PSr sr, Vego o ya ao OS Vato 
B-—yxa-(-cost, - sint,0). 
Bg eir Ova kb, dk sca bt, BUG TARDE 


RARE s 为 参数 的 方程 是 


r= (acos 7 7 a sin z bs -) 
Va:+b:’ Vía! b! Vat+b/ 
X++ y 十 x? 二 1， 
例 2 求 曲线 1E (0,0,1) 处 的 曲率 x 和 
x+y mx 
Frenet FRÆ, 
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$t ”很 明显 ， 这 是 球面 和 圆柱 
面 的 交 线 ， 分 为 两 部 分 。 我 们 所 考 
虑 的 点 落 在 上 半球 面 〈 见 图 8) . 
解 这 道 题 有 两 种 做 法 .一 种 方法 是 
把 曲线 在 〈0,0,1) 的 邻近 部 分 用 参 
数 方程 表示 出 来 ， 然 后 按 例 1 的 办 


法 进行 计算 . 例如， 我 们 可 以 把 这 — ^ ? 
段 曲线 用 参数 方程 表示 为， ms 
r() - (1 eost, L sint J5- pest) 


点 〈0,0,1) 对 应 于 1290. 但 是 有 时 用 参数 方程 表示 两 个 曲面 的 
交 线 比较 复杂 ， 所 以 可 以 采用 在 此 所 介绍 的 第 二 种 方法 . 
假定 曲线 的 参数 方程 是 
x=x(s), y=y(s), z=z(s), (11) 
其 中 :是 强 长 参数 ， 并 且 s=0 对 应 于 点 (0,0,1》。 因 此 函数 
x《s)，7Y(s)，z(s) 满 足下 列 方程 组 
x'(5) + y! (5) +z’ (5) =1, 
[orro =x(s), (12) 
E(s) 十 »(s)' o z'(s) — 1. 
将 前 两 式 关 于 s 求 导 得 到 | 
DM + GG) t i020) 0, 
&G)xG) +G) yG) 4G). 


ft EX so 得 到 
£&(0)-0,  4(0)-0, (14) 
故 得 13》C0)|==1. AEN 3C0) = 二 1， 于 是 
a(0) —£(0) = (0,1,0). 


(13) 
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将 02) 的 第 3 式 和 (13) 式 再 求 导 ， 得 到 
X(s)& CS) + SCs CS + Cs )2Cs) =0, 
[ro T3GyG) +ž(s)z(s)= -1, 
FONOL 9C) (s) --& Cs)! -- y Cs -làQ. 
4 s=0 得 到 
$C0)=0, z(0-—-1, X(0)—2, (15) 


r(0) — (2,0, - 1). 
由 定义 可 知 


“= O] = V/8, 
-:$(0 _/ 2V5 , v5 
8c) 7 302. - (29 9. 9, - 1-8), 


liCo)| 
y()^a «yg -(-*. 0 3x8) 
3 mH 
L 求 曲 线 的 曲率 ， 


a) > =(at,aV 21a (2) (a0) , 


(2) rz (3t - 1*,30,8t o 1*), 
. (9) r—(a(t- sint), a(l- cost) ,bt) (970), 
(4) r 一 (cosst sin*t, cos2t). 
s 求 曲线 的 密切 平面 方程 
(1) r(D = (acost,asint,bt), a!--bf3&0. 


(2) rCt)= (acost,bsint,e, Æ t=0 处 ， 其 中 abz40. 
NM siny, E< ) 处 的 
0,0,0 
8. 求 曲 线 z+te'=(x+1)+la(s +1). 
曲率 和 Frenet 标 架 ， 
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4. 求 曲线 
x! y! tz =EN, 
x’ -z =3 
在 (2,2,1) 处 的 曲率 和 密切 平面 方程 ， 
L4 设 曲 线 的 方程 是 
(e7U7*,1,0), .1<0, 
oe [Goss t=0, 
CO t,e), — (00. r 
证 明 ， 这 是 一 条 正则 曲线 ， 并 且 在 1=0 处 的 曲率 为 零 ， 求 这 条 
曲线 在 £950 处 的 Frenet bk 架 ， 并 考察 它 在 上 一 土 0 时 的 极 
m. 


$4 HRF Frenet 公 式 


在 43 已 经 说 过 ， 曲 线 在 一 点 的 切线 和 主 法 线 所 张 的 平面 是 密 
切 平 面 ， 它 的 法 向 量 是 曲线 的 次 法 向 量 ?， 如 果 曲 线 本 身 落 在 一 
个 平面 内 ， 则 该 平面 就 是 曲线 的 密切 平面 ,于 是 它 的 法 疝 量 y 是 
常 向 量 ， 如 果 曲 线 不 是 平面 曲线 ， 则 p 必定 不 是 常 向 量 〈 见 本 
节 的 定理 1) . 根据 83 的 定理 1，| dl 反映 了 曲线 的 切线 方向 
的 转 动 快慢 ， 同 理 | 了 | 反映 了 曲线 的 密切 平面 方向 的 转动 快慢 ， 
因而 它 刻画 了 曲线 偏离 平面 曲线 的 程度 ， 即 曲线 扭曲 鬼 程 度 ， 

因为 y 是 单位 向 量 场 ， 故 Ly. 此 外 ，y=a xB， 所 以 

p= àxB-ax B-axBi T 
这 说 明 ? la 于 是 y 必 与 B 是 共 线 的 ， 不 妨 设 


因此 y B. PR (1) 
r=- ý: B, (2) 
1r1= 1?|， IÑ 

定义 c--pB hem. Ý 


在 $3 已 经 讲 过 ， 一 条 曲线 是 直线 的 充分 必要 条 件 是 它 的 曲率 
25/ 


x 三 0. TEELUEEH, 3ETEHRERRIDUB T BU pes ESTRAM. 

定理 ] 一 条 非 直线 的 曲线 是 平面 曲线 的 充分 必要 条 件 是 它 
的 挠 率 v 三 0. 

证 明 必要 性 已 在 本 节 开 头 的 讨论 中 盖 明 T. RER r= 
rfs) 不 是 直线 ，xk 天 0， 但 是 z 三 0. 这 时 ， 曲 线 有 完全 确定 的 
Frenet 标 架 场 ， 并 且 ? 三 0, 由 此 可 见 7 一 常 向 量 。 但 是 l 
" P): y=0, 


26 G)y)-0, 


(CrCs) - r(52)- y —0, 
LRA >=r(s) 落 在 经 过 点 r(s)、 以 常 向 量 y 为 法 向 量 的 
平面 内 . 
PRHE, EEUE Freet 标 架 的 定义 ， 我 们 已 经 有 
i(s)= as), 
&(5) - xBG), (3) 
yG)--:BG). 


下 面 我 们 要 求 户 (3). hF IG aG,BOG y GARS IB E' 的 
一 个 标 架 ， 所 以 向 量 Cs) 总 可 以 表示 成 a, psy 的 线性 组 合 ， 
不 妨 设 
BCs)=a0(s) - bB(s) + cy(s). 
将 上 式 分 别 与 a,B,y 作 内 积 ， 并 利用 标 架 向 量 a. By 的 单位 
正 交 性 ， 我 们 有 . 
acf a -àB-—-x, 
b-B-B-—0, 
c- B "y= -Y:B-r, 
所 以 
BG) - - rals) * ryG). (4) 
综合 起 来 ， 我 们 便 得 到 Frenet 标 架 场 (r(;a(), BG), 
y(3)} 沿 曲线 运动 的 公式 ， 
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ao aC), 


ák) = «BCs), (5) 
|0- -x als) +ry(s), 
Ge- - vB). 


上 述 公式 称 为 Frenet 4x3, © od 线 论 中 最 基本 、 最 重要 的 公 
式 ， 曲 线 的 性 质 都 可 以 从 这 个 公式 导 HR. Frenet 公式 中 的 后 
三 式 可 以 进一步 写成 矩阵 的 形状 ， 


&(s) 0 x 0 as) 
| BG) H- K 0 4 23 . (6) 
yG) 0 -r 0/N YC) 


注意 到 上 上 式 中 的 系数 矩阵 是 一 个 反对 称 和 矩阵 ， 这 个 性 质 不 是 
Frenet 标 架 所 特有 的 . 一 般 地 ， 沿 曲线 的 任意 一 个 正 交 标 架 场 的 
微 商 都 有 这 个 性 质 〈 见 习题 7) . 
下 述 定理 的 证 明 要 求 我 们 能 够 熟练 地 运用 Frenet AA. 
定理 2 设 曲线 r==r(s) 是 空间 挠 曲线 ，s 是 弧 长 参数 ， 如 
时 该 曲线 落 在 一 个 球面 上 ， 则 它 的 曲率 和 挠 率 必定 满足 关系 式 
(DESG) = 常数 (0 
证 明 — HIIHZXIGb DédhiEGETROCHRSUR URHEHSDR 788 B) rh 
MER r— 1G) 落 在 一 个 球面 上 ， 则 必 有 常 癌 量 r 及 常数 a 
使 得 下 面 的 关系 式 成 立 ; 
i (r(s) - raa. 
将 上 式 两 边 对 s 求 导 ， 得 到 
als): GG) - ro) 一 0， 
Ak rG)-r. 落 在 骨 线 的 法 平面 十 ， 不 妨 设 
r(5) -ro 一 人 3)BCS) + u(y CÓ), (8) 
再 次 求 导 得 到 
"i = —A&Ka(s)T CA - ux)BG) + (Ac t À2y C22, 
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Mk 一 -1， Å=ur; f=-ir, (9) 


(10) 


-44(1). 
| | T ds\x 
RA (8) 式 得 到 
rC) -r= -l8o- L2(Lb)yo, 


(3 + E n) ) 7 
注 记 从 上 面 的 推导 (9) 的 第 三 式 ) 还 直接 得 到 


` tb (11) 
实际 上 ， (D 式 可 以 作为 (7 ) 式 的 推论 ， | 
最 后 我 们 给 出 找 率 的 计算 公式 ， 设 曲线 的 方程 是 r=r (0, 
在 $3 中 已 经 计算 出 


因此 


tire l, 
y= TOSO 
DXOETIOIN 
B-yxa 
= 1 , r raora 
-err Oro -ror rO) 
将 7 对 上 求 旱 ， 并 县 用 Frenet 公式 ， 得 到 


-Br 
tB: ? x ti ir xr'l G xr), 


dt lr xr] 
两 边 用 有 作 内 积 便 得 到 
{r r'r”) 
T METI (12) 
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如 果 t ESXEISAE ss MA 


r= (FF,7) . (13) 
BLIE 
推论 1 曲线 >=r(b 是 平面 曲线 的 充分 必要 条 件 是 
Cr’' CQ) ,7 MOPMOP E 


J mH 


1. 计算 $3 习题 1 中 各 曲线 的 挠 率 ， 
2. 求 83 习 题 3 中 的 曲线 在 (0,0,0) 处 的 挠 率 ， 
3. 设 曲线 r—rG) 的 挠 率 是 非 零 常数 ， 求 曲线 


r-lgi-voa 


的 曲率 和 挠 率 .。 
4. 证 明 ， 满 足 条 件 


(2) tal) 7 


的 空间 挠 曲线 或 者 是 常 曲率 的 曲线 ， 或 者 是 球面 上 的 一 条 曲线 
5。 试 求 沿 曲线 定义 的 向 量 场 p(s) ， 使 得 以 下 各 式 同 时 成 
i 
&(:) - p) x a(s), 
. BG -pG x BG) 
yG —pG) x yG). 
6. 证 明 ， 
(1) 车 曲线 在 每 一 点 处 的 切线 都 经 过 一 个 定点 ， 则 该 曲线 必 
-RER $ 
(2) 车 曲线 在 每 一 点 处 的 密切 平面 都 经 过 一 个 定点 ， 则 该 曲 
线 必 是 一 条 平面 曲线 ， 
(3) 车 曲线 在 每 一 点 处 的 法 平面 都 经 过 一 个 定点 ， 则 该 曲线 
必 是 一 条 球面 曲线 ， 
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T. B PONa) a.C) a C)}) 是 定义 在 曲线 rC) 上 的 
单位 正 交 标 架 场 ， 命 


da, 2 ， 
DAL 1«i«;3, 


WEB]. A, 4,0. 
8. WEB. 曲线 


rG) - (£327, Loa ve -1<s<1 
以 s 为 弧 长 参数 .并 求 曲线 的 曲率 、 挠 率 和 Frenet MAH. 
9. 如 果 G=a(s) 是 hR r=r(s) 的 切线 象 ， 证 明 ， 该 曲 
” 线 的 曲率 和 抄 率 分 别 是 


KE 4 (=) 
Ko 一 1+( 工 ) ， Yo 一 一 一 ds -六 PT 
rt (2) ] 
并 求 它 的 Frene: $5223. 
10. 设 曲线 >=r( 人 的 Frenet WRR Efira), BO, 
yCO)). ER: (2,2 ,a0-Cy,y' y )5 ela U-Dy' I, 其 中 。 


= signr. 


$5 曲线 论 基 本 定理 


根据 前 面 各 节 的 讨论 ， 我 们 已 经 知道 正则 参数 曲线 的 绰 长 参 
数 、 曲 率 和 挠 率 都 是 与 曲线 的 保持 定 间 的 容许 参数 变换 无关 
的 .实际 上 ， 弧 长 参数 的 这 种 不 变性 在 82 中 已 经 作 过 讨论 ， 而 曲 
率 、 找 率 是 通过 曲 线 的 方程 关于 弧 长 参数 的 各 次 徽 商 、 然 后 作 适 
当 的 代数 运算 得 到 的 ， 因 此 也 是 内 在 的 ， 很 明显 ， 这 三 个 量 与 空 
间 E^ 中 的 迄 卡 儿 坐 标的 选取 也 是 无 关 的 ， 实 际 上 ， 这 三 个 量 的 
计算 公式 都 是 用 曲线 的 向 量 方程 给 出 的 ， 这 本 身 就 蕴含 着 它们 不 
依赖 于 空间 笛 卡 儿 坐 标 系 的 选取 .此 外 ， 在 第 一 章 81 中 已 经 解释 
过 ， 空 间 环 上 的 刚体 运动 在 某 种 意义 上 相当 于 空间 第 卡 儿 坐标 系 

30 


By—^4-7548, Ddyb, KE, dix. RARR bm snp —4 
体 运 动 时 是 不 变 的 ， 换 句 话说， 曲线 的 弧 长 、 曲 率 、 挠 率 这 三 个 
量 是 由 曲线 本 身 的 形状 决定 的 ， 与 它 的 参数 表示 、 与 它 在 空间 瑟 
中 的 位 置 都 是 无 关 的 . 反 过 来 ， 这 三 个 量 对 于 确定 曲线 的 形状 已 
经 是 是 够 了 ， 即 这 三 个 量 是 曲线 形状 的 完全 不 变量 系统 。 我 们 把 
这 个 论 浙 叙述 成 下 面 的 基本 定理 : 

定理 1 设 r=r,《s)，r 二 r,(s) 是 E 中 两 条 以 弧 长 s 为 参 
数 的 正 册 曲线、 如果 它 们 的 昌 素 处 处 不 为 零 ， 并 且 nC) = 
x), nG)—5nG), Wüabdpée E 的 一 个 刚体 运 3o, uic 
线 rr.) 变 为 曲线 r=r,(s). | 
|. WEB) 由 于 这 两 条 曲线 的 曲率 不 为 零 ， 我 们 可 以 考虑 它们 在 
5 一 0 处 的 Frenet 标 架 {r.(0)s@.C0),B.C0),y,C0)} 和 .fr,C0); 
@.(0) ,B.C(0),y.(0)} . 由 于 它们 都 是 右手 正 交 标 架 ， 根 据 第 一 章 
$2 定理 1， 存 在 E' 的 一 个 刚体 运动 0 把 后 面 一 个 标 架 变 为 前 面 
一 个 标 架 。 不妨 把 曲线 =r) 在 0 下 的 象 仍 用 同一 个 记号 来 
记 ， 那 么 曲线 f==r,(s)，r = 二 r,(5) 在 对 应 点 仍旧 有 相同 的 曲率 和 
SUR, ERCE s=0 处 有 相同 的 Frenet 标 架 .我 们 要 证 明 
r:Cs)=r, Cs), Vs.Xb. án 
f65) = Cæ. (s) - a. G2) + (BCs) - B, COD! t CC) - yC), 


G) 
由 假设 可 知 1(0)= 二 0. 直 接 微 分 得 到 
JE. — (a4) - Cs) KORTA XO), 
十 (B.Cs) 一 B.(s)) ° [C 一 xq.) 0, 5)) 
*GyiG) -rY DIt QOG) - Y1GD 
“ 《 一 r:B:Cs) trB.(s))=0, 
故 
fCs)zz0, (2) 
a, Cai), (3) 
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再 考 虞 函数 gCs) m GG) - n G0), W 

HG) 27,68) - r G0 Cals) - a; (0250, 

g(0) =0, 
所 以 g(s) 三 9， 即 7.(s) =r.(s)，Vs. 得 证 . 

注 记 根据 上 述 定理 不 难 知 道 ， 两 条 曲线 n— 3.0) 和 r= 
nu) 是 全 等 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 三 次 以 上 的 连续 可 微 函数 
u—àÀ(D, A0, 使 得 这 两 条 曲线 的 袭 长、 曲率 、 搁 率 之 间 有 
以 下 关系 式 ; 

SOUDE nQGO)-QO, nA). 

在 $3 中 我 们 已 经 知道 ， 通 过 Frenet 标 架 场 ，E! 中 的 一 条 
正则 曲线 就 变 成 正 交 标 架空 间 中 的 一 条 曲线， 而 Frenet AR 
好 是 正 交 标 架 空间 中 的 这 条 曲线 所 满足 的 微分 方程 组 ， 该 方程 组 
中 的 系数 函数 怡 好 是 曲率 * 和 挠 率 * .因此 定理 1 实质 上 就 是 正 
交 标 架空 间 中 的 这 个 一 阶 线性 常 微分 方程 组 的 解 在 给 定 初 值 下 的 
唯一 性 ， 现 在 我 们 用 该 方程 组 的 解 的 存在 性 来 证 明 以 给 定 的 函数 
x(s)，r(s) 为 曲率 、 拨 率 的 曲线 的 存在 性 . 

定理 2 设 *=x(9)，r=r(s) 是 定义 在 区 间 [a,b] 上 的 任 
党 两 个 连续 可 微 函数 ， 并 且 x(s)>0， 则 在 E* 中 存在 正则 井 线 
r—r(), a< <b, (UA s AES DA rC) 和 «(D 为 它 
Bohemis 

um o4 


Gi Ou Gg 0 x 0 
| G; U2 Ga H -kK 0 T ) (4) 
Q; 03 04 0 -r 0 
把 7 ,81,82,€; 看 作 写 成 向 量 形式 的 12 个 未 知 亏 数 ， 并 且 考 虑 一 


阶 线性 常 微分 方程 组 
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ds 9" 
[t s 
= ass 1xix3. 
这 可 以 看 成 是 E' 上 的 仿 射 标 架 空间 中 的 一 个 方程 组 .根据 常 微 
分 方程 组 的 理论 ， 对 于 任意 给 定 的 初 值 ro el, e, e JEHA 
(5) 有 唯一 的 一 组 解 "(s)，ei(s)，as<ss<s5， 满 足 初 条 件 ， 
r(5)—r,, e,(5) =el, 1«i&3, (6) 
其 中 s 是 区 间 [e, 妇 中 任意 固定 的 一 点 ， 问 题 在 于 所 得 的 解 r= 
r(s) 是 否 就 是 我 们 所 要 求 的 曲线 . 如 果 r—r(G) 恰好 是 定理 所 
要 求 的 曲线 ， 则 由 (5) 式 可 知 ，{r;ei,es,es} 正好 是 曲线 的 
Frenet 标 架 场 ， 因 此 我 们 必须 要 求 初 值 满足 条 件 ， 
| ee 
(ei ,ei,e:)71. 
我 们 要 证 明 ， 在 初 值 满足 上 述 条 件 时 ， 方 程 组 5》 在 初 条 件 (6) 
下 的 解 给 出 的 =r) 是 一 条 正则 曲线 ， 它 以 。 为 GEAR, 
并 以 x(s) 和 rt(s) 为 它 的 曲率 和 挠 率 。 为 此 ， 我 们 首先 证 明 
{rie(s) ,ex(s) e (DER FEX ME. i 
gu G) =e;(s)*e,Cs) - à. / (8) 
因此 条 件 (7) 说 明 


(7) 


gulss)=0. (9) 
将 (8) 式 求 导 ， 并 且 利 用 eC) 满足 方程 组 © 得 到 
Seu. de; $e, eG) + eC) 'de; de 


3 
=>, (ane'e; t aee), 


因为 


G an=0, 
ik gC) 满足 方程 组 
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d 
Au -> ii; T dj D. (10) 


这 是 线性 齐 次 方程 组 ， 它 在 初 条 件 (0) 下 的 解 是 唯一 的 ， 只 能 
有 


即 


gu G)z0, 
e; (s) -e, (3) zz6;;. (11) 
因此 ， 行 列 式 (eG) ,e,《s),e,(s)) 的 值 只 能 是 + 1 或 ~-1. 但 是 
在 s—s 时 ， 其 值 为 + 1， 由 连续 性 得 到 
Ce, Cs) ,eiC s e, CD m, (12) . 
故 {r(s);e.(s) ,es(s) es) 是 右手 单位 正 交 标 架 族 ， 由 (5) 的 第 
一 式 可 知 
li = e91 =1, 


所 以 s AKZ, r=r(s) 是 正 M hik, HD als)=e (s). E 
由 (5) 的 第 二 式 得 知 


«Gy | ， BG)=e,(s), 


HE (s) 是 曲线 +=r(C:) HM TI irGe(eG,.« 
的 右手 系 性 质 得 到 y G) =e:(s)， 于 是 利用 (5) 的 最 后 一 式 可 知 


sals) 


«(o -ELO .ps), 


HB r(s) 是 曲线 r=r(s) 的 挠 率 ， EHE. 

上 面 的 定理 说 明 ， KE =)>, r=) TE E' 中 不 
计 位 置 唯一 地 确定 了 一 条 曲线 ， 所 以 可 以 把 它们 看 作 该 曲线 的 方 
程 ， 在 方程 中 不 出 现 E 中 的 坐标 系 ， 因 此 通常 称 v, r 
=r(s) 为 曲线 的 内 在 方程 ， 或 自然 方程 当然， 从 曲线 的 自然 
方程 得 到 参数 方程 的 过 程 ， 正 是 求解 方程 组 O) 的 过 程 ， 一 般 说 
来 ， 这 个 求解 过 程 是 比较 困难 的 。 然 而 定理 1 告诉 我 们 ， 如 果 已 
经 知道 方程 组 (5) 的 一 个 特 解 ， 则 其 余 的 解 无 非 是 上 述 特 解 在 EC 
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的 刚体 运动 下 的 象 ， 作 为 例子 ， 我 们 知道 加 螺旋 线 > 一 (aecost， 
asint,b) (a>0) Hik, HRERS 
a 
“一 页 二 下， ferr: 


MARR, HRO 别 是 常数 ws r (420) 的 曲线 必定 是 图 螺 
旋 线 ， 其 中 一 条 是 r—(acost, asint, bt), Jh 


3 A 


1l. 如 果 一 条 曲线 的 切 向 量 与 一 个 固定 的 方向 成 定 角 ， 则 称 
该 曲线 为 定 倾 曲线 ， 或 一 般 螺 线 (这 样 的 曲线 可 以 看 成 是 柱 面 上 
与 直 母 线 成 定 角 的 曲线). 证明， 曲线 (* 汪 0)〉 是 定 倾 曲线 的 
充分 必要 条 人 竹 是 它 的 挠 率 与 曲率 之 比 是 常数 。 

2. Wt rz=c'w c 是 常数 ， 写 出 这 条 曲线 的 参数 方程 
3. 证 明 ， 了 曲线 
r=(t+ 3 sint, 2cost, y 31- sini) 


ZOLL 2 sin, - v) 
是 合同 的 . | 
4, 证 明 ， 曲 线 Ca rm Gbrshrn) 与 曲线 Ca. rm 


-和 ,+1] 在 空间 Et 的 一 个 刚体 运动 下 是 合同 的 ， 试 求 使 C， 
与 C, 合同 的 刚体 运动 . 
$6 hE RISETEROT 


E 7=f/(x) ERNAS M/C) 可 以 在 任意 一 点 % 的 
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近 旁 展开 成 收敛 的 震级 数 ， 若 f(x) 是 光滑 的 ， 则 f(x) 可 以 展 
开 成 任意 次 的 一 个 多 项 式 与 一 个 余 项 之 和 《 即 Taylor 展 式 )， 
而 该 多 项 式 的 系数 恰好 是 由 f(O) 的 各 次 导数 在 x WERE 
的 ， 沪 多 项 式 是 原 销 数 f(x) 的 近似 ， 对 于 空间 中 的 光滑 曲线 ， 
同样 可 以 将 它 展开 成 一 条 多 项 式 曲 线 与 一 个 余 项 之 和 ， 特别 是 ， 
如 打上 邮 线 的 曲率 和 找 率 不 为 零 ， 则 在 任意 一 点 都 可 以 求 得 一 条 二 
次 曲线 ， 使 得 它 与 原 曲 线 在 该 点 有 相同 的 曲率 、 找 率 和 Frenet 
Ta 

WE r=r(s) É—RUBKAK s 为 参数 的 正则 曲线 ， EE s=0 
处 的 Taylor RAH 


r(s)— r(0) +s $ (0) "x (0) +P Fo), a) 
其 中 oU) 是 余 项 ， 满 足 条 件 ' 


lm o, Q) 
根据 Frenet 公式 ， RNE | 
&(0) = a(0), 
2(0) = x0) BCOD, (3) 


*(0)— -*(0)a(0) -&(0)B(0) + x (0) (0) y (05, 
所 以 


Ko , 


rbs) =7(0) + (s - “s Jaco) + (e teg JEO) 


ER 


+ ET ey (0) + o (st), 

其 中 x, &(0), x = K (0), To 一 T(0)。 车 把 曲线 在 sz 处 的 
Frenet 标 架 ir(0)5 00) ,B(0) y CO) 取 作 空间 E* 的 第 卡 儿 站 
角 坐 标 系 ， 则 曲线 在 ;=0 附近 的 参数 方程 成 为 


36 


1 
x=s -Tist -- o(5*), 
y- vs un c o(s?), (4) 


KoT, 


Li 3 3 
E c o(s?). 


z= 
\ 


上 式 称 为 曲线 r=r(s) 在 *=0 处 的 标准 展开 . 
当 ur 天 0 时 ， 曲 线 的 标准 展开 式 中 的 坐标 HUNC x (S), 


y(s)，z(s) 作为 s XS ERES sms ees 
于 是 ， 我 们 可 以 考虑 一 条 新 的 曲线 


nO (see, ea), (5) 


这 是 一 条 三 次 曲线 ， 而 且 一 般 说 来 ，s 不 是 nG) 的 弧 长 参数 ， 
但 是 在 s=0 处 ， 

r,(0) —0, 

r,(0) —(1,0,0), 

r; (0) —(0,0,,0), 

r5 (0) — €0,0 ,0,7,), 
因此 不 难看 出 曲线 r—r Gt 3 一 0 处 的 曲率 为 Kos Jis Xj Tos 
Frenet WRA {r0); a0), B), yO}. 

曲线 r=r Cs) 称 为 原 曲线 r=r(s) 在 s=0 处 的 近似 曲线 ， 

它 在 各 个 坐标 面 上 的 投影 是 很 容易 醋 出 来 的 ， 例 如 ， 它 在 密切 平 
面 上 的 投影 是 | 


y—S, z-0; (6) 
在 从 切 平面 上 的 投影 是 
ie e, yoQ (7) 
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在 法 平面 上 的 投影 是 


Ko ; 
了 一 了 5 9 
x—0, (8) 
Koo 3 
6 
它们 的 图 象 见 图 9 . 
s>0 |^ e»0|" 
B Y 9 B 
a 


从 图 中 可 以 发 现 ， 曲 线 在 s=0 处 是 穿 过 在 该 点 的 密切 平 出 的 ， 
当 0,70 时 ， 曲 线 是 从 下 到 上 穿 过 密 切 平面 的 ， 当 ”<0 时 ， 
曲线 是 从 上 到 下 穿 过 密切 平面 的 《密切 平面 的 定向 由 次 法 向 量 
y() 确定 ) . 

两 条 相交 曲线 在 交点 附近 的 接近 程度 是 用 所 谓 的 切 触 阶 (或 
密切 阶 ) 来 刻画 的 . 设 曲线 C, fü C. 相交 于 点 po B pec, 
PaCo TEF} pop, = Pop: 一 As， 若 有 正 整 数 n 使 得 


. FAD 一 
lim As? 0, 


(9) 


lim Iu o, 


和 
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则 称 曲 线 C, 和 C, 在 点 Po 有 n Eros. 
Xx imi hk Er d ERMER RR E, ERR RM 
H BS E) AMET RS COL. Hh CET HELD UD RT A E C53 VA ATHE HH 
线 的 切 触 阶 的 定义 是 类 似 的 ， 只 是 在 用 曲面 3 代 趟 曲线 C. 时 ， 
(9) 式 中 的 p， 是 曲面 之 上 距离 p. 最 近 的 点 ， 因 而 1p,p:| 恰 好 
是 C， 上 的 点 p， 到 曲面 2 的 距离 ， 如 果 是 以 点 4 为 中 心 、 以 
r 为 半径 的 球面 (因为 了 经 过 点 p,， 故 lp,A1=r)， 于 是 du 
好 是 线段 p,4 与 三 的 交点 ,所 以 |p,p;|==1p.41 -7T, 此 外 ，|P,p:| 
作为 As 的 无 穷 小 晤 显然 是 与 | p:4 王 -天 是 同 阶 的 ， 因 而 在 (9) 
式 中 可 以 用 jp41- mr 代替 |p,p,|. 
定理 1 设 曲 线 rC) 和 r,(s) Æ s=0 处 相交 ， 即 ”(0) 
=r, 0) WENE s=0 处 有 阶 切 触 的 充分 必要 条 件 是 
r, ^ (0) —r,90(0), IKIN, (10) 
r,^*P(0)ser,"* (0), 
证 明 实际 上 ， 在 条 件 (10) 下 ， 利 用 Taylor 展 式 得 到 


nG -nG ga O n" (0) ol), 
因此 


lig 2 100. nob. 


3—0 


NEIORNTO! 
1m AES 


s-t 


-Gippint 0 5010, 
反之 亦 然 .证 毕 . 

由 此 可 见 ， 一 条 曲线 与 它 在 一 点 的 Taylor 展 或 的 前 (n+1) 
项 之 和 在 读 点 至 少 有 n 阶 切 触 ， 曲 线 与 它 在 一 点 的 切线 至 少 有 
一 阶 切 触 ， 与 它 在 一 点 的 近似 曲线 至 少 有 二 阶 切 能 

作为 定理 1 的 推论 ， 两 条 相交 的 曲线 在 交点 处 有 二 阶 以 上 的 
切 触 的 充分 且 必 要 条 件 是 这 两 条 曲线 在 该 点 相 切 ， 且 有 相同 的 密 
切 平面 和 由 率 。 实 际 上 ， 由 定理 1 可知， 车 曲线 G) rC) 
在 s—0 处 相交 ， 则 它们 在 ;=0 处 有 二 阶 以 上 切 触 的 条 件 是 
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$80 =7, C0), PC) -F6QDX. — 
后 一 条 件 意 味 着 
r.C0)B.C0)=x.C0) B.C0), 
Bil 
x,(0) —»,(0), B.C — B.C. 
设 曲线 r—rG) 在 s=0 处 的 些 率 n=). 在 读 点 的 


密切 平面 上 作 以 r(0) + 二 BO Aiu, M ARANAK, M 


这 个 圆周 与 曲线 在 s=0 处 相 切 ， 有 相同 的 曲率 和 密切 平面 ， 因 
此 它 与 原 曲 线 在 该 点 有 二 阶 以 上 的 切 触 。 这 个 圆周 称 为 原 曲线 在 . 


s=0 MAARE, Jeh rO) + BO) A 曲率 中 心 ， 其 半 


径 P = 元 称 为 在 该 点 的 曲率 半径 . 曲率 圆 的 几何 意义 是 它 形象 地 


人 告诉 我 们 曲线 在 一 点 的 弯曲 程度 . 

最 后 我 们 要 指出 ， 曲 线 的 Frenet 标 架 的 构造 过 程 恰好 是 曲 
线 方程 逐次 求 导 的 过 程 ， 实 际 上 ，Frenet 标 架 的 基 底 向 量 (o, 
B,y} 是 fr GQ),r (0, r G) 经 过 Schmidt 正 交 化 得 到 的 . ra) — 
决定 了 山 线 的 切线 ， 曲 线 的 曲率 就 是 切线 的 方向 关于 弧 长 的 变化 
HR, r'(), r"G) 决定 了 曲线 的 密切 平面 ， 如 果 沿 曲线 的 密切 平 
面 的 方向 不 变 ， 则 它 必 是 平面 曲线 ， 如 果 访 曲线 不 是 平面 曲线 ， 
旭 它 的 密切 平面 的 方向 关于 张 长 的 变化 率 是 曲线 的 挠 率 ， 它 反映 
了 曲线 的 扭曲 程度 很 明显 ， 曲 线 方程 的 更 高 次 导数 仍然 能 够 表 
AUR Frenet 标 架 向 量 的 线性 组 合 ， 其 系数 是 曲率 * fub c. 
其 各 次 导数 . 


习 m 
L 如 果 在 两 条 曲线 之 间 可 以 建立 一 个 点 对 应 ， 合 得 在 对 应 
点 这 两 条 曲线 有 公共 的 主 法 线 ， 则 称 这 两 条 出线 互 为 共 固 曲线， 
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如 时 一 条 曲线 有 非 平凡 的 《 即 与 它 自身 不 重合 的 ) kihk, M 
称 它 为 Bertrand 曲线 证明， 在 互 为 共 辆 的 曲线 C,,C， 的 对 
应 点 之 间 的 距离 为 常数 ， 并 且 在 对 应 点 处 的 切线 成 定 角 . 

2. WEB]. 曲率 x 和 挠 率 r 都 不 为 零 的 曲线 是 Bertrand H 
线 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 常数 4， 〈 其 中 4 关 0) 使 得 

MA 十 AT 一 0。 

3. 车 在 曲线 C 和 C, 之 间 存在 一 个 点 对 应 ， 使 得 C. 在 
任意 一 点 的 切线 恰好 是 C， 在 对 应 点 的 法 线 ， 则 称 C. 是 C. 的 
渐 伸 线 ， 同 时 称 C. 是 C. 的 m HRik. wh C， 的 方程 是 "= 
n), Js 是 弧 长 参数 ， 证 明 ，C， Wahi C. 的 方程 是 

ri) —rG) + Ce- 30), 
其 中 e 是 常数 ，a,(s) 是 C， 的 单位 切 向 量 ， 

4. 设 曲线 C, 的 方程 是 r=r,(s)， 试 求 C， 的 渐 缩 线 C, 
WHE., GER: 设 C: 的 方程 是 ms) 一 mm(C3)+AGD)B CO 
ECYC), FHER r;(5)A(4B1+4y1)， 以 此 确定 4 和 4 .) 

5. 证 明 ， 若 平面 曲线 的 曲率 中 心 轨迹 是 正则 上 曲线， 则 它 是 
原 曲 线 的 一 条 渐 缩 线 . 

6. 经 过 曲率 中 心 、 并 与 密切 平面 垂直 的 直线 称 为 曲率 轴 . 
证 明 ， 球 心 在 点 s—0 的 曲率 轴 上 、 经 过 点 rO) 的 球面 与 曲线 
r—r(s) 在 s—0 处 有 二 阶 以 上 的 切 触 〈 提 示 : 只 要 证 明 


lim {iro - (rto + ZBO eve» )| - AQ te] 
— 0). 
7. 与 曲线 在 一 点 有 三 阶 以 上 切 触 的 球面 称 为 密切 球面 ， 试 
求 曲 线 rz=r(s) 在 点 s 处 的 密切 球面 的 中 心 . 


$7 平面 曲线 


平面 曲线 可 以 看 成 挠 率 7 三 0 的 空间 曲线 来 进行 研究 ， 因 此 
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前 面 的 讨论 仍旧 适用 于 平面 曲线 . 但 是 平面 曲线 有 它 自身 的 特 
点 ， 因 此 本 节 强 凋 指 出 平面 虹 线 的 特殊 性 质 . 
在 平面 E' 中 的 一 条 曲线 r— r5) 可 以 表示 成 


r(s) = (%(s) ,7(s)), (1) 
其 中 s 是 弧 长 参数 ， 因 此 它 的 单位 切 向 量 是 
a(s)=(%(s), 7(3)), (2) 


注意 到 E* 是 有 向 的 平面 ， 故 可 将 eG) 沿 正 向 旋转 90 得 到 唯 
一 的 一 个 与 «G) 正 交 的 单位 向 量 BC(s)，、 显 然 
pB()=(- 5G, +5)). (3) 
这 样 ， 沿 平面 曲线 r—r( 建立 了 一 个 右手 单位 正 交 标 架 场 
fr(s)5c(s) BC) ， 它 用 来 代替 空间 曲线 的 Frenet 标 架 场 ， 值 
得 指出 的 是 ， 标 架 {r;a,B} 的 建立 只 用 到 曲线 方程 的 一 次 微 商 . 
由 于 al) 是 单位 向 量 场 ， 故 有 @G) Lals)， 所 以 


à) x, BC), (4) 
s, à G)- BG) - 3G) G) EG) 42, 
NEOMLOS (5) 
ONE 


我 们 称 x， 为 平面 曲线 r—rG) 的 相对 曲率 . 若 用 * 记 曲 线 的 曲 
率 ， 则 有 n= Xp +” BRR 有 正好 指向 曲线 弯曲 的 
—fW, ifj ^-" RR- Li 指向 曲线 弯曲 的 一 侧 ( 见 图 10). 

很 明显 ， 平 面 曲线 的 
Frenet 公式 成 为 


dr. 
ds 9 
o 
ds; "6B. (6) 
Hus 
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- 它 的 曲率 中 心 是 rG) + E80). 


我 们 用 0G) 表示 单位 切 向 量 a(s) 与 * 轴 正 向 所 成 的 角 ， 
称 为 aG) 的 方向 角 ， 当 然 方向 角 是 多 什 的 ， 在 s 的 一 个 充分 
小 的 区 间 内 总 可 以 取出 9s》 的 一 个 连通 分 支 ， 这 时 


Qa(s)=(cos0(s), sin0(s)), 
即 


| X(s)-cos 0(s), y(s)- sin 0(s).- 
再 求 导 得 到 | 
X(5) = ~ sin6(s)-0(53), Cs) — cos 0(5) -0C5), 
因此 
— (7) 


EAŬ Æ 地 说 明了 相对 曲率 c 的 几何 意义 ， 对 于 平面 曲线 来 
说 ， 基 本 定理 变 成 直截了当 的 表达 式 ， 


8G) 9G) +| x G)às, 
xG) 2G) 1 cos 8(s)ds, (8) 


MAOLIACOE: " sin0(s)ds. 

对 于 整 条 平面 曲线 r—r(5), axsscb 而 言 ， 我 们 也 能 取出 
方向 角 的 连续 分 支 8(s) ,实际 上 ,在 每 一 点 处 ， 单 位 切 向 量 a(s) 
85375 181 f8 27 8] 26—^ 22 的 整数 倍 。 这 样 ， 我 们 可 以 将 区 间 [o,2] 
Xl 183553 A: a ses nm, 一 5 使 得 在 每 一 段 [ss 上 ， 
方向 角 的 连续 分 支 0(s) 的 变 差 不 超 过 ,然后 我 们 可 以 从 Ls,,s1] 
上 的 一 个 连续 分 支 06) 出 发 ， 依 次 唯一 地 确定 了 各 段 Ds 
上 的 连续 分 支 bg(*)， 最 终 得 到 在 整 条 曲线 上 的 方向 角 连 续 分 支 
acs). WETA, HE 角 d CEXxEPWTIESRA X0), 0G) ZA 
只 差 2x 的 一 个 整 倍数 ， 即 有 整数 kk， 使 得 

5(s) ~ 0(s) =2kn, 
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因此 方向 角 的 总 变 差 与 连续 分 支 06) 的 取 法 无 关 ， 
E) - 8(a) -0(0) - 0a). 
显然 ， 由 (7) 式 可 知 


6(b) - 9(a) = | 1, G)ds, (9) 
如 果 r—r(s), aL: <b 是 E? 中 的 一 条 光滑 曲线 ， 而 是 


ro) =rCb), P=), FG) ED, ~ 
刚 称 它 为 光滑 闭 曲 线 ， 如 果 曲 线 =G), << EEFE 
bib CH BEIDE, B r(b =r(o)， 则 称 它 为 分 段 光滑 闭 
曲线 ， | 

车 r=r(s)，o<s<b 是 一 条 闲 曲 线 ， 而 且 对 于 任意 的 a< 
nue, MA rCtDzr()， 则 称 该 闲 曲线 是 简单 的 。 简 单亲 
曲线 就 是 不 自 交 的 闭 曲 线 . | 

对 于 连续 可 微 的 闲 曲 线 ， 它 的 单位 切 向 量 aC) Sido 
图 之 后 与 它 在 起 虚 的 单位 切 向 量 是 重合 的 ， 因 此 00) -0(2) 只 
是 2x 的 整数 借 ， 它 与 方向 角 连 续 分 支 0(s) WAREK. ` 

OORO (10) 
称 为 连续 可 给 闭 曲线 + 二 r(s) MERS. 

我 们 有 下 面 的 重要 结果 : 

定理 (旋转 指标 定理 ) dC 外 平面 上 一 条 连续 可 Ds 简 
单亲 曲线 ， 则 它 的 旋转 指标 (C) — 1. 

这 个 定理 的 直观 意义 是 明确 的 ， 但 是 它 的 证 明 不 是 很 简单 
它 是 曲线 的 整体 微分 几何 性 质 。 关 于 平面 曲线 和 空间 曲线 有 很 丰 
寅 的 整体 性 质 ， 读 者 可 看 陈省身 的 “ 欧 氏 空间 中 的 曲线 和 则 
而 ”， 载 于 陈省身 、 陈 维 框 所 著 的 “微分 几何 讲义 > 附录 一 . 

X C 是 分 段 光滑 的 闲 曲线 ， 则 曲线 的 方向 角 总 变 差 是 


OC) - 6(2) - V «Cas S, a1) 
其 中 a, 是 曲线 在 各 角 点 的 外 角 ，- x<Ca<cm BI 
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a, za, - 0),a€s,- 0)), (12) 
USR s, 是 曲线 的 角 点 ， 曲 线 在 每 一 段 ssa 上 是 光滑 的 . 
在 上 述 定 义 下 ， 旋 转 指标 定理 对 于 分 段 连续 可 微 的 简单 闭 曲线 仍 


J HH 


1. 求 下 列 平面 曲线 的 相对 曲率 ua 
C1) 椭圆 r—(acost,bsinD, 0s 27. 
(2) Whi r— (acht, bsht). 

(3) jy 抛物 线 r= (t,t')., 

(4) 摆 线 r= (a(t — sint) ,a(1l -cost))。 


(5) BRR ro (6e eh 7). 


(6) RHR r= (acosq am (secp + tgp) ~ asing), 0xo« 
1/2. 

2. 设 在 平面 极 坐 标 系 下 ， 曲 线 的 方程 是 0=p(0)， 其 中 
是 极 角 ，2 是 极 距 ， 求 曲线 的 相对 曲率 的 表达 式 . 

8. 已 知 曲 线 的 相对 曲率 为 


N 1 
nO = 


其 中 s 是 弧 长 参数 ， 求 这 条 平面 曲线 的 参数 方程. 
4. 求 第 1 题 中 各 条 曲线 的 曲率 中 心 轨迹 ， 
5. 求 下 列 曲线 的 渐 伸 线 ， 
Q) BA: rty =a. 


(2) RHA: y=arch%, 
(3) Hik: rG)=Q- sint,1- cost). 
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第 三 章 ”曲面 的 第 一 基本 形式 
$1 曲面 的 定义 


所 谓 参 数 曲面 片 是 指 从 E" 的 一 个 区 域 D 到 空间 斑 中 的 一 个 
连续 映射 ， 若 在 E, E* 中 分 别 建立 第 卡 儿 坐标 系 ， 用 (uuo) 
记 E' 中 的 点 的 华 标 ， 用 (x,y,z) 记忆 中 的 点 的 坐标 ， 则 一 个 
参数 曲面 片 的 方程 可 以 表示 为 


x-—x(u,v), 
[me (u,v) € D, (1) 
Az-z(u,v), 
或 者 写成 向 量 方程 ， 
r —r(u,v) — (x(u,v),yCu,v) ,z(u,v)). (2) 


我 们 首先 要 求 函数 u,v), yu, v), z(u,v) 都 是 三 次 以 上 连续 
可 微 的 ， 变 量 u,o 称 为 该 曲面 片 的 套数 〈 见 图 11). 

在 曲面 S 上 取 定 一 点 P—r(Gs,v). iE v 变化 ， 而 uus, 
则 动 点 描 出 一 条 落 在 曲面 S 上 的 曲线 ， 这 条 曲线 称 为 过 点 P, 的 
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v- 曲 线 ， 它 的 方程 是 
1 二 19 (3) 

或 者 

r» r(u,,v). (4) 
同 理 ， 我 们 有 经 过 点 P. 的 uw- 曲线 r=rlu, o), RER =v. 
这 样 ， 在 参数 曲面 片上 经 过 每 一 点 有 一 条 zx- 曲线 和 一 条 2- 曲 
线 ， 它 们 构成 曲面 上 的 参数 曲线 网 .从 直观 上 看 ,曲面 片 S 是 将 
E 中 的 区 域 D 经 过 变形 之 后 放 到 E 中 去 得 到 和 的， 而 E 中 的 
坐标 曲线 网 就 变 成 曲面 上 的 参数 曲 线 网 . 因此 (u,v) 可 以 作为 
曲面 上 的 点 的 坐标 ， 所 以 通常 把 (u,v) 称 为 曲面 上 的 曲 纹 坐 
fs. 

但 是 ， 要 使 (u,v) 真正 能 够 作为 曲面 片 8 上 的 点 的 坐标 ， 
BAERE S MD 的 点 之 间 是 一 一 对 应 的 ,方程 (1) 本身 并 不 
能 保证 这 一 虑 ， 为 此 我 们 需要 在 方程 A) 上 加 一 些 正则 条 件 . 参 
数 曲线 在 点 P. 的 两 个 切 向 量 是 


F (usv) 一 27 


au 


多 


Cu ) 


(5) 


r Qn 0x êr , ,* 


如 果 ru. v, rs v VEREER, BI r, xr, FD #0, 
则 称 曲 面 片 5 在 点 P. REGE 则 的 . 今后 我 们 所 研究 的 曲面 片 都 
是 三 次 以 上 连续 可 微 的 、 处 处 是 正则 点 的 曲面 片 ， 即 所 谓 的 正则 
曲面 片 . 

设 5，r=rlz,v)，(u;v) € D 是 一 块 正则 曲面 片 ， 对 于 任意 
一 点 ( v.) € D, 因为 


8(y,x) B(x,x) Ox») 
rre ( PT) , er) 5) , a. v) ) 


y, 
Tg 


MM m 


4 


8(x,y) 
3u, v) (ss 2750 


故 由 反 销 数 定理 可 知 ， 存 在 点 (s.v) dE DNE ADIRU, EA 
FANE x—x(Qu,v), y—yQu,v) 在 U LGB 
u-—f(x,y), v=g(x,y). 


这 时 ， 
z-2(u,v) —z(f(x,y)g(x, y), (6) 

Met U fud Sl, 之 间 存 在 一 一 的 点 对 应 , 

上 面 的 讨论 还 说 明 ， 正 则 曲面 在 任意 一 点 的 充分 小 的 邻 域 由 
总 可 以 表示 成 《6) 的 形式 ， 即 曲面 在 局 部 上 总 是 可 以 君 作 一 个 
二 元 函数 的 图 象 ， 用 (6) 式 给 出 曲面 的 方式 叫做 Monge 7E 5X. 
用 Monge 形式 给 出 的 曲面 片 总 是 正则 的 , 实际 上 这 时 曲面 的 参数 
方程 是 


r=r(x,y)=(x,y,z(x,y)); (7) 
故 
—————— 


当然 ， 同 一 个 曲面 片 可 以 有 不 同 的 参数 表示 ， 正 则 曲面 片 允 
许 有 如 下 的 参数 变换 ， 
u=u( ü,9 ), 
Leu 2,8), 
Hh u(0,55, v(1,0) 满足 条 件 ， 
Ci) u(i,9), v(8,0) 都 是 三 次 以 上 违 续 可 微 的 酌 数 ! 
GD $959 wo, 
a(ü,8) 
在 新 的 参数 下 ， 曲 面 上 参数 曲线 的 切 向 量 是 


ĝu gv 
“u Tr, 
oü aü 


(8) 


"TOU " 
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r-=r +r, » 
M E 9 f 
所 以 
xy 一 -Gu x (9) 
" ” 2(ü,8) 


由 此 可 见 ， 正 则 曲面 片 经 过 如 上 的 参数 变换 仍然 是 正则 曲面 片 ， 
我 们 规定 ， 向 量 +, xr。 所 指 的 一 侧 为 dà 面 的 正 侧 .由 此 可 

见 ， 参 数 wv 的 先后 次 序 决 定 了 参数 曲面 片 的 定向 。 当 zz? 的 次 

产 颠 倒 时 ， 曲 面 片 的 定向 也 随 着 其 倒 ， (9》 式 表明， 参数 变换 


C8》 保持 曲面 片 定向 不 变 的 充分 必 要 AR E>, 

正则 参数 曲面 片 的 概念 在 应 用 中 十 分 方便 ， 也 十 分 广泛 ， 但 
是 它 与 我 们 通常 所 见 到 的 整 张 曲 面 是 有 区 别 的 ， 例 如 我 们 知道 球 
面 的 方程 是 vty t= (a 是 常数 )， 可 以 证 明 ， 它 不 可 能 用 
一 组 参数 方程 把 整个 球面 表示 出 来 ， 换 句 话说， 我 们 不 能 用 一 个 
参数 曲线 网 把 整个 球面 履 盖 住 ， 因 此 ， 我 们 需要 对 正则 曲面 下 一 
个 确切 的 定义 ， 

定义 its 是 EE 中 的 一 个 子 集 ， 如 果 对 于 生意 一 点 pe 5S， 
必 存 在 p 的 一 个 邻 域 CE， 以 及 E? 中 的 一 个 区 域 U， 使 得 U 
$uV nS 是 同 胚 的 ， 并 且 这 个 同 胚 映射 r:U—V ns, 

r(u,v) — (x(u,2),yQCu,v),z(u,v)), (u,v) €U 

给 出 了 一 个 正则 参数 曲面 片 ， 则 称 S 是 五 :中 的 一 个 正则 曲面 ， 
简称 为 曲面 . . 

注 记 1 若 有 EF’ 中 的 两 个 邻 域 V,,V,， 使 得 VNV,N Sz59, 
并 且 PnS 和 Fngs 分 别 有 正 则 参数 表示 ， 

ra USVNS,  i—-1,2, 

MF AF NS 就 有 两 个 正则 参数 表示 . 容易 证 明 ， 这 两 个 正则 参 
数 表 示 之 间 只 差 一 个 容许 的 参数 变换 ， 因 此 ， 如 果 一 个 定义 在 正 
则 参数 曲面 片上 的 量 在 容许 参数 变换 下 是 不 变 的 ， 则 它 就 是 正则 
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WEEE SUDBPUT EOS EOD DUE SX BIOS ME. 
注 记 2 ”如 果 对 每 一 点 pe 5， 都 可 以 选取 它 的 一 个 邻 域 UN 几 5 
的 正则 参数 表示 ， 使 得 当 《FY ,NS)N Qn S) 关 % 时 ， 相 应 的 容 
许 参 数 变换 都 是 保持 定向 的 ， 则 这 种 正则 曲面 称 为 是 可 定向 的 . 
从 直观 上 看 ， 正 则 曲面 是 一 些 正则 参数 曲面 片 粘 合 起 来 的 结 
R, 因此， 在 我 们 的 课程 里 着 重 研究 正则 参数 曲面 片 以 及 它 在 容 
许 参数 变换 下 的 不 变量 . 
例 1 AEH rty =a. 
圆柱 面 上 的 一 个 正则 参数 曲面 片 的 方程 是 〈 见 图 12》 
r—r(u,v)—(acosu,asinu, bv), 
(10) 
其 中 c0, 都 是 常数 ， 若 规定 = <u 
<r，- co<s*<co， 则 它 所 表示 的 是 贺 
柱 面 上 除去 直线 
x-——1, y=0, z-—be 
后 所 得 到 的 部 分 . € 规定 0<u<27， 
-oo«v« roo, MERRTA H 直线 
x=1, y=0, z=bv 
y 后 所 剩余 的 部 分 ， 这 两 部 分 把 整个 同 柱 
面 盖 住 了 . 容易 看 到 在 这 两 部 分 重 登 的 
区 域内 两 个 参数 表示 只 差 一 个 容许 的 参 
数 变换 ， 
例 2 球面 xy te= (AR 
13), 
常用 的 球面 的 参数 表示 是 
r--r(6,9) 
= (acos peosÓ ,acos psinÜ asing), (11) 


其 中 a0 是 常数 . 若 规定 -rr<b<m -有 <? < 了 则 这 
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个 参数 邮 面 片 恰 好 除去 了 球面 上 从 
北极 到 南极 ,经 过 点 (一 a,0,0) 的 半 
个 大 圆周 ， 想 一 想 ， 若 用 这 样 的 参 
数 表 示 ， 则 需要 用 几 个 参数 曲面 片 
才能 将 整个 球面 盖 住 ? 
Bis 旋转 面 . 
圆柱 面 和 球面 都 是 旋转 面 的 特 
例 . 一 般 地 ， 如 果 在 坐标 平面 XY02 
中 有 一 条 曲线 C《 见 图 14)， 
x=f(v), z=g(v), amb, 
假定 fO), MEA BR 
一 周记 得 的 曲面 就 是 旋转 面 ， 它 的 参数 方程 是 
r=r(u,c)=(f(v)cosu,f(v)sinu,g(v})), (12) 
其 中 uuu, w assm2n. 按照 习惯 ， 我 们 把 旋转 面 上 的 u- 
曲线 称 为 纬 线 《 即 平行 圆 )， 把 -上 曲线 称 为 经 线 ， 
例 4 下 螺旋 面 . 
设 直 线 ! 的 初始 位 置 与 x 轴 蛋 合 ， 然 后 让 直线 ! 一 边 绕 z 轴 


x=f(0) 
zzg(v) 
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作 匀 速 转动 ， 一 边沿 : 轴 方 向 作 匀 还 运动 ， 则 直线 ! YEXXPHERIS 
动 的 合成 下 所 扫 出 的 时 面 就 是 正 螺旋 面 〈 见 图 15). 显然 ， 它 的 
方程 是 
r—r(u,v) — (ucosv,usinv,av), (13) 
-eo«u« 96, = oK Loo, 
其 中 4 是 常数 . 它 的 u- 曲 线 是 与 zx fü E 直 的 直线 ， 它 的 v-uH 
线 是 圆 螺 旋 线 . 

As Hi. 

所 谓 直 纹 面 是 指 单 参 数 直 线 族 所 构成 的 曲面 。 正 螺旋 面 就 是 
一 个 直 纹 面 ， 圆 柱 面 也 是 直 纹 面 ， 确 定 一 个 直 纹 面 要 有 两 个 要 
E: 一 条 曲线 >=aGe)， 以 及 沿 这 条 曲线 定义 的 一 个 非 零 向 量 场 
Iu). 于 是 经 过 每 一 点 au), WFE (Qu) 可 以 作 唯 一 的 一 条 直 
线 ， 它 们 所 构成 的 曲面 是 

r—r(u,v) —a(u) + vl(u). (14) 
曲线 aa) 称 为 直 纹 面 的 准 线 ， 而 ohik 〈 即 族 中 的 直线 ) 称 
为 直 纹 面 的 直 母 线 ， 因 为 r.—a Ca) tol G), r=), MAE 
述 曲面 片 是 正则 的 充分 必要 条 件 是 - 

r, X r,— (a (u) + vë (u)) x 1(u)7^0, 
B] a (u) xiu) 与 了 (Go x 1(u) 不 能 同时 为 零 。 要 指出 的 是 ， 对 
TÉ ACE. HER 7 二 a(w) 的 取 法 不 是 唯一 的 .例如 我 们 可 以 
把 曲线 r=alu)+ Auu) 取 成 准 线 (其 中 AQu) 是 某 个 确定 
的 函数 )， 通 过 准 线 的 这 种 变更 ， 可 以 要 求 U) 是 定义 在 准 线 
r—a(w) 上 的 法 向 量 场 ， 实 际 上 ， RER 


Ia) 
AQ) -yray Wa ORT 
就 可 以 了 ， 


当 ! 为 常 向 量 时 ， 所 得 的 直 纹 面 称 为 柱 面 ， 

当 所 有 的 直 母 线 都 经 过 一 个 定点 时 ,所 得 的 直 纹 面 称 为 锥 面 . 

当 a (w)=1(u) 时 ， 所 得 的 直 纹 面 就 是 曲 线 r—a(u) 的 切 
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2 HH 


I 写 出 椭 球 面 、 单 叶 双 曲面 、 双 叶 双 曲面 、 椭 圆 枫 物 面 、 
双 巾 抛物 面 的 参数 方程 

2, 在 球面 十 六 二 x* 开 1 上 , 命 N—(0,0,0,$—(0,0, - D. 
对 于 赤道 平面 上 的 任意 一 点 P= (w,v,0)， 可 以 作 了 唯一 的 一 条 直 
线 经 过 N, P 两 点 ， 它 与 球面 有 唯一 的 一 个 交点 P. 

Q) 证 明 点 P' 的 坐标 是 

2u 2v Ww -x.vw-1 
E ETESW YU v1! PETES 
它 给 出 了 球面 上 去 掉 北 极 N 的 剩余 部 分 的 正则 参数 表示 . 

(2》 求 球面 上 去 掉 南 极 5 的 剩余 部 分 的 类 似 的 参数 表示 ， 

《3) 求 上 面 两 种 参数 表示 在 公共 部 分 所 给 出 的 参数 变换 . 

3. 把 单 时 双 曲 面 、 双 曲 扰 物 面 写成 直 £x 面 形 式 的 参数 方 
f. 

4. BAZE E ngu PAOSIKOMEREC Yoz). 
经 过 线段 P,P， 与 PP, 上 有 相 闻 分 比 的 点 所 作 的 直线 构成 一 
个 直 纹 面 ， 写 出 这 个 直 纹 面 的 参数 方程 ， 考 察 这 个 直 纹 面 是 正则 
曲面 片 的 条 件 . 

D, 求 正 螺旋 面 
r —r(u,v) 2 (ucosv,usinco,bv) 


与 圆柱 面 (x-a) tyme 的 交 线 ， 并 求 它 的 曲率 和 挠 率 ， 


X= 


$2 切 平 面 和 法 线 


假定 正 刘 参数 曲面 片 8 的 方程 是 r= 二 rCu,?). 在 81 已 经 说 过 ， 
(u,v) 是 曲面 S 上 的 点 的 曲 纹 坐 标 ， 因 此 曲面 S 上 的 曲线 可 以 
用 参数 方程 
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u-u(t, v=v(t) (1) 
给 出 。 把 它 看 作 空 间 E 中 的 曲线 ， 则 它 的 方程 是 
r=r(u(t) ,v(t)). (2) 
定义 ”曲面 S 上 经 过 P 点 的 任意 一 条 曲线 在 该 点 的 切 疝 量 
称 为 曲面 5 在 P 点 的 切 向 量 . . 
. AER. WREX, ra re 都 是 曲面 $ 的 切 向 量 ， 假定 PP 是 
曲线 CD) 上 对 应 于 1=0 的 点 ， 因 此 曲线 (1) 在 P 点 的 切 向 量 
是 


dr) (Or du 0r dy 
d; = 3u dt ^ àv di Jiao 
=fr dw dv 
=( "dé od ). , (8) 
这 表明 曲面 S 在 了 ARIARI Ær r 的 线性 组 合 ， 
Kad D, -F 反 过 来 ，r.、r, 的 任意 一 个 线 性 组合 
必定 是 曲面 的 切 向 量 ， 实 际 上 ， 对 干 任意 的 实数 a ,有 ， 只 要 命 
u(t)=u +at, vt)=v,+ t, (4) 
其 中 P=r(w,v,)， 则 曲线 《外 在 点 P 的 切 向 量 是 
| =ar, + Br.. (5) 


由 于 r,xr, £0, HX r+,，r, 是 线性 无 关 向 量 ， 因 此 曲面 在 点 
P 的 切 向 量 构成 一 个 2 维 的 向 量 空间 ( 见 图 16)， 这 个 向 量 空间 
称 为 曲面 8 在 P ADRE, WETS. AA, (ror) 构成 了 空 
H T.S 的 一 个 基底 ， 在 空间 EO 中 经 过 点 P、 并 且 由 曲面 8 在 
点 P 张 成 的 平面 称 为 曲面 5$ 在 点 了 的 切 平 面 。 很 明显 ， 这 个 切 
平面 的 单位 法 向 量 是 


-— TXT, 
"Treni (e 
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KE E' 中 经 过 点 P、 以 n 为 方向 向 量 的 坦 线 称 为 曲面 S 在 点 了 的 
AR. 由 (5)，(6) 两 式 可 知 ， 曲 面 在 点 了 的 切 空间 、 功 平面 、 法 
线 都 是 与 曲面 的 参数 表示 无 关 的 概念 . 


曲面 r—r(u.o) 在 点 (u,v) 的 切 平面 的 参数 方程 是 


XA —r(u,v) + Ar, + kr,, (7) 
其 中 和 4，4 是 切 平面 上 动 点 的 参数 ， 法 线 的 参数 方程 是 
XG)=r,0) 十 ina v). (8) 


在 曲面 上 每 一 点 ,由 其 参数 方程 定义 了 一 个 标 架 和 3r,,7,,n}， 

称 为 曲面 上 的 自然 标 架 。 这样， 通过 正则 参数 曲面 片上 的 自然 标 

架 场 把 参数 曲面 片 变 成 了 E' 上 的 依赖 两 个 参数 的 标 架 族 . iud 

” 线 论 的 情形 相仿 ， 曲 面 的 局 部 理论 归结 为 关于 自 OLET 
究 ， 但 是 情况 要 复杂 多 了 ， 

VEDO V c E* 内 给 定 了 一 个 连续 可 微 函 数 Fay 22, RUE 


aj ef af 
(2. ' Oy ’ 3z jr 
Rb, BZ f 的 等 值 面 
f(x,y,2)=e | (9) 


EE 中 的 一 个 正则 曲面 .实际 上， 车 设 -9| 0 MEPA 
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附近 存在 函数 z=g(x,y)， 使 得 对 于 任意 的 x,y 有 
fC, y glay) Ec, 
所 以 等 价 面 的 参数 方程 是 
r—(x,y,gí(x.y)). 


mam (-o.,- 2L, gettin (O) 的 法 PR. KEA 


上 ， 若 设 x==x(t)，y 二 y(t)，z 二 z( 引 是 等 值 面 (9 LR 
£x. WA 
f(x ,7 ,zDD) Ee. 
对 上 求 必得 到 
of dx 二 af dy əf dz 
8x dt oy dt oz dt 


of of of ! 
But ( 5， 六 ,3 ) 与 曲线 是 正 交 的 。 由 于 曲面 上 的 上 述 曲线 


af of əf 
WEEE, wu... Meat 


现在 我 们 要 给 出 微分 dr 的 几何 解释 。 鞠 回顾 一 元 函数 y= 
f(x) 的 微分 . 给 自 变量 x 一 个 增 量 Ax， 则 函数 值 就 相应 地 得 
到 一 个 增 量 
Ay — f(x t Ax) ~ f(x). 


IA Lc CERE E E CHE E UA. Gs / G0) 


Grass AGE A) IBID RR, c f(x) =lim A 是 函数 


ERER (S/C) 的 切线 斜率 .根据 定义 ， 微 分 df(x) 是 自 
变量 增 量 Ax 的 线性 函数 ， 即 df= 4(z)Ax， 并 且 它 是 函数 增 
AE Ay 作为 Ax 的 无 穷 小 量 的 主要 部 分 ， 即 
lim. — 4(2)/ A DAs 一 0, 

x . 


Asc 
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于 是 AGO =f), HR 
f(x) 在 点 x 处 的 微分 是 
df(x)— f'GOAx-f'(x)dx, 
(10) 
其 中 将 Ax 记 作 dx 〈 见 图 17) 
值得 指出 的 是 在 微分 表达 式 
rhy, cx dx dE ik ye xh rios 
景 ， 在 固定 的 点 x, 4f(x) 恰 好 
EAR CO IUBE TE Qc, fO) 
的 切线 上 当 自 变量 x 获得 增 


量 dx 时 所 产生 的 增 量 , 它 是 dx un 
的 线性 函数 。 从 几何 上 看 ，(10) 式 就 是 这 条 切线 的 方程 ， 
y=f(x) +f Cx)dx. (11) 
将 以 上 的 观察 用 于 向 量 范 数 ru, v). 的 微分 
dr(u,v) —r,(Cu,vt)du- r,(u,v)dv, (12) 


则 du,de 都 是 独立 于 uv 的 新 自 变 量 ，dr (ue) 不 仅 依赖 于 
u,v 而 且 是 du,de 的 线性 函数 .对 于 辕 定 的 点 (u,v)， (12) X 
给 出 了 曲面 在 点 rCw,?) 的 任意 的 切 向 量 ， 而 du,do 恰好 是 切 向 
E dr(u,v) 关于 自然 基底 {7.,r,} 的 分 量 。 《12) 式 的 几何 图 形 就 
是 曲面 的 切 平面 ; 
X —r(u,v) t r,Cu,v)du t r,(u ,v)dv, (13) 

这 里 dudo 成 为 切 平面 于 的 参数 . 由 于 du,dv 是 切 向 量 dr X 
于 自然 基底 {rnr 的 分 量 ， 故 dudo 可 以 看 作 是 切 空间 TS E- 
的 线性 函数 ， 其 中 了 =rtu,2). 显然 du(r) —do(r) —1, du(r) 
—de(r,) 二 0， 故 {du,dv} 构 成 了 5S 的 对 偶 空间 TIS mimis... 
对 偶 的 基底 (参看 第 七 章 81). 一 般 地 ， 在 已 知 曲 面 的 参数 方程 
的 前 提 下 ，(du,dz) 的 值 便 对 应 于 一 个 如 (12) 式 给 出 的 切 向 
量 。 此 外 ， 还 常用 比值 duvido 表示 曲面 上 的 一 个 切 方向 。 值 得 
指出 的 是 ， 自 然 基底 fr,,r,j} 一般 不 是 单位 正 交 的 ， 所 以 在 把 Cdu， 


&7 


dv) 看 作 切 向 量 在 这 个 基底 下 的 分 量 求 内 积 时 ， 不 能 把 它 看 成 在 
笛 卡 儿 华 标 系 下 的 分 量 来 进行 运算 ， 而 应 该 顾及 自然 基底 frr 
的 度量 系数 (参看 8 3). 
习 题 

1. 证 明 : 一 个 曲面 是 球面 的 充分 必 楼 条 件 是 它 的 所 有 法 线 
通过 一 个 定点 . 

2. 证 明 ， 一 个 曲面 是 旋转 面 的 充分 必要 条 件 是 它 的 所 有 法 
线 与 一 条 国定 的 直线 都 相交 ， 

2. WER: 一 个 曲面 是 锥 面 的 充分 必要 条 件 是 它 的 所 有 切 平 
面部 经 过 一 个 定点 . 

4. 假定 在 方程 


LEG QUY LE Lu 
a-A t b.A  v-cÀ 1 


中 ，a,b,c 是 常数 并 且 abe AERE. 当 2 e(- coyc) 时 ， 
方程 给 出 一 族 H6 球 面 ， 当 A € (c b) 时 ， 方 程 给 出 一 族 单 叶 双 
rk M 4e (ba) 时 ， 则 方程 给 出 一 族 双 叶 双 曲面 。 证明， 经 
过 空间 中 不 在 各 坐标 面 上 的 任意 一 点 有 且 惟 有 分 别 属于 这 三 族 曲 
面 的 三 个 二 次 曲面 ， 并 且 它 们 沿 交 线 是 彼此 正 交 的 . 

n. d S ERR: r=(vcosu,vsinu, o), C 是 3 上 一 条 
Wi. JE u—v25ve—e. (0) 将 C 的 切 向 量 用 ror, 的 线 
性 组 合 表示 出 米 ，(2) 证 明 : C 的 切 向 量 平 分 了 7r. 5 r, WRH. 


$3 ”曲面 的 第 一 基本 形式 


设 有 正则 参数 邮 面 请 S，r 王 rlu,?). 由 人 2 的 讨论 知道 ， 曲 面 
S 在 每 一 点 的 切 空 间 是 由 幼 向 量 r (uo). 和 r, Cu, v). 张 成 的 二 
维 向量 空 间 ， 它 是 R 的 子 空间 ; 因此 S 的 切 向 量 作 为 R piy 
向 量 ， 可 以 求 它们 的 长 度 及 夹 角 ， 换 言 之 ，S 在 任意 一 点 的 两 个 
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ED f 3 RS ALBUS E TED Rh 中 的 ARAR. 前 面 已 经 说 
过 ， 曲 面 S 在 任意 一 点 rtu,v) 的 切 向 量 是 
dr(u,v) —r,(Cu,v)du ^ r,(u,v)dv, (1) 

其 中 (du,dv) 是 切 向 量 dr(u,v) 在 自然 基底 {7r,,r.} 下 的 分 量 ， 
但 是 ， 一 般 说 来 ，{7,,7,} 不 是 单位 正 交 基底 ， 如 果 我 们 知道 这 个 
基底 的 度量 系数 ， 则 表 成 (1) 式 的 切 向 量 的 内 积 就 能 够 用 它们 
在 基底 {r,,r,} 下 的 分 量 du,dv KRAT. fr 

E(u, v) =r, r,s 

F(u,v) =r r, (2) 

G(u,v)—r,'r,, 
它们 就 是 基底 fr,,r, 的 度量 系数 ， 称 为 曲面 S 的 第 一 类 基本 量 ， 
通常 把 它们 写成 一 个 对 称 矩 阵 的 形式 : 


E F 
(; co) (3) 
很 明显 这 是 一 个 正定 第 阵 . 
曲面 的 第 一 类 基本 量 在 参数 作 容许 的 变换 时 是 接 一 定 的 规律 
变换 的 ， 假 定 有 参数 变换 
ua 了 bo) (4) 
为 简便 起 见 新 参数 的 曲面 的 方程 仍 记 作 


r—r(ü , £)zcr(u( dB , 9 J olk, 8). 


那么 
dr-—r,dur,do-r.dü tr.d, (5) 
因此 
Ou Ov 
"| a P fy, 
r; ] Ou 89v» Ar. f (e) 
oi 90 
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aü əd 

ea anao | " } (7) 
Ou 2v 
dy o 


记 变 换 (4) 的 Jacobi 矩阵 为 
2u 2v, 
2d əd 
ow Do | 
a) aë | 


E F 
» .)- á Gr) 
上 式 右边 是 矩阵 的 乘积 ， 但 矩阵 元 素 之 问 的 乘积 是 指 R 中 的 


内 积 。 因 此 


现在 


Au o (8) 


— 2 2 
È = PN ) 42F -222 c(2>) ; 
ü Di A ou 


a p2, p( 2. ae 2u aa ) 


7T 2ú 0$ 25 Oi 
Qv 9v 
c 9) 
28 26 ( 
— z 
C= E( y + ar -22 e (22) 
m as as ^ 26 


I-—Edw -r2Fdudve-- Gd! 


E F Vàdu (10) 
= ua 1 p 


Wig CO ,《8》 两 式 可 知 ， 二 次 微分 式 工 在 容许 参数 变换 (4) 下 
是 不 变 的 . 我们 称 工 为 曲面 的 第 一 基本 形式 ， 
由 《10) 式 可 知 ， 工 的 几何 意义 是 
工 一 dr'dr， (11) 
即 工 是 切 向 量 dr 的 长 度 平方 ， 此 外 ， 若 合 
ór—rÓucr,Óv, o 
则 蕊 向 量 dr, ôr 的 内 积 是 
E Fjóu 
dr*Ór — (du, dv) ( FC X) a2) 
= Eduóu + F(duóv + dr6u) + Gdvôv. 
因此 


ldr! =y Edu! - 2Fdudv - Cdv! , 
(13) 
dror_ 
cos < (dr,Ór) — iar ar] 
特别 是 ， 向 量 dr 和 ôr 彼此 正 交 的 充分 必要 条 件 是 
Eduóu + F(duóv 4- dvou) + Gdvóv — 0. (14) 
定理 1 在 曲面 片 r—r(uys) 上 参数 曲线 网 是 正 交 曲线 网 的 
充分 必要 条 件 是 F—O. 
证 明 由 03) 式 可 知 


eos < (r,,r, ) — v (15) 
Hk r.r, SEBRA 7 三 0. | 
车 在 曲面 上 有 一 条 曲线 ， 它 的 方程 是 
u-—u(t), v=v(t), aix. 
则 由 GD TA, CHAKE 


ke [eto nD 2 esr d d 


+ GGG) ,v()) (至 ) a (16) 


最 后 我 们 来 讨论 
pex AuAv 曲面 上 一 个 区 域 的 面 
积 的 计算 . 设 5 的 方 
B Æ r=r(u, v), 
(u,v) €e DCE. 考虑 
曲面 上 由 参数 曲线 
U=, U=, +Àu, 
v—4., V=vV, + Av 所 
图 18 围 成 的 一 小 块 ， 它 的 
面积 与 切 平面 上 由 
Au:r,, Avir, 所 张 成 的 平行 四 过 形 的 面积 《〈《 见 图 18) 在 略 去 更 
高 阶 无 穷 小 之 后 是 相同 的 ， 而 后 者 的 面积 是 
ICAu*sr,) x (Arr, )] = |r, xzr.|AZAD 
=V EG- F? AuA. 


für . 
dA=1 EG F° dudy, (17) 
称 为 曲面 $ 的 面积 元 素 . 那么 S 的 面积 是 
A= EGF anas. (18) 


D 


根据 重 积分 的 变量 替换 法 则 以 及 第 一 类 基本 量 的 变换 规律 不 难 知 
道 ，4 与 曲面 上 参数 的 容许 变换 是 无 关 的 ， 
例 求 曲面 上 参数 曲线 的 二 等 分 角 轨 线 的 微分 方程 . 
解 ” 设 曲面 的 方程 是 +r=rCu,v)， 第 一 基本 形式 是 
I-Edu!--2Fdudve-- Gds'*. 
在 基底 (ran) 下 ，u- 曲 线 的 方向 向 量 是 (1,0) ， 而 -曲线 的 
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方向 向 量 是 (0,1) . 假定 参数 曲线 的 二 等 分 角 轨 线 的 方向 向 量 
是 u,d0), MEF u-Wh£efrose fade ox Ae 
Edut Fdc n 
VE V Edw -2Fdudv 4 Gdr ' 
它 与 v-Bzk RU fideon de 
Fdu + Gdr 


| VG V Edu+2Fdudv - Gdr ` 
所 以 ， (du,dv) BEDAE R5 f. 


Vg T Fdv) = yg C du +Gdv). 


由 于 EC - 严 >0， 化 简 之 后 得 到 


VE duy C do-0 (18) 
注 记 ”上述 方 各 有 直观 上 的 解释 . ch 线 的 单位 切 向 量 是 


Tp ， "曲线 的 单位 切 向 量 是 过 和 ， 所 以 它们 的 角 平分 线 的 方向 


r, m 1 :u 
ARES Ye Mane iV) TENES 


习 题 
1. 求 下 列 曲面 的 第 一 基本 形式 ， 
(1) rr Greósv,usinv, 9(v)). < 
(2) r=(ucosv,usinv, plu) +av), Kirha REX. 
2. 设 曲面 的 参数 方程 是 
r= c 2au 2av , w +o -a z) 
uva jw Re ud w to +a? 
求 它 的 第 一 基本 形式 ， 

3. 设 在 由 面 上 一 点 ， 由 二 次 方程 

Pdu’ + 2Q0dudv + Rdv’ = 0 | 
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确定 了 两 个 切 方 向 . 证明 : 这 两 个 切 方向 彼此 正 交 的 充分 必要 条 
up 
ER - 2FQ- CP —0. 
+ 4. 求 球 面 上 与 经 线 交 成 定 角 的 轨 线 方程 。 
` 5。 ELATI — EPEA — du! e Qi Fat) des Ra 
(1) 曲线 C, ut o—-05 Cu -1 一 0 的 交角 . 


(2) 曲线 C u= Pu , Cum - s, ; C01 所 构成 的 曲 


边 三 角形 的 边 长 和 各 个 内 角 . 
(3) 曲线 u-—av, u= -av 和 »—1 所 图 成 的 曲 边 三 角形 的 
面积 。 


$4 ”曲面 上 正 交 参数 曲线 网 的 存在 性 


在 解析 几何 学 中 我 们 已 经 知道 ， 引 进 坐 标 系 的 目的 是 为 了 把 
几何 问题 代数 化 ， 从 而 能 够 利用 代数 或 分 析 的 手段 来 研究 几何 问 
题 ， 因 为 选择 适当 的 坐标 系 对 于 简化 问题 是 至 关 重 要 的 ， 于 是 在 
解析 几何 学 中 化 了 很 大 的 篇 幅 来 讨论 二 次 曲线 和 曲面 的 方程 的 标 
准 型 的 问题 ， 对 于 曲面 而 言 ， 所 谓 适 当 的 坐标 系 首 先 应 该 是 正 交 
参数 系 ， 这 时 二 9， 于 是 曲面 的 第 一 基本 形式 化 为 

T = Edu’ + Ga. 
问题 在 于 ， 在 曲面 上 是 否 存在 正 交 和 参数 曲线 网 ? 正 交 参 数 曲 线 网 
的 确定 有 多 大 程度 的 随意 性 ? 下 面 的 讨论 以 更 一 般 的 形式 回答 了 
上 面 的 问题 ， 它 依赖 于 如 下 的 引 理 ， 

引 理 E /(u,v), gCu,v) 是 定义 EKR DCE 上 的 两 个 
不 同时 为 零 的 连续 可 微 函 数 ， 则 对 于 任意 一 点 (w,0,) Ep， 必 
有 它 的 一 个 邻 域 UCD， 以 及 定义 在 U .上 的 非 € 连续 可 微 函 数 
A(u,v), EB AQu,v) 是 一 次 微分 形式 

QzzfQu ,v)du-- g(u,v)dv 
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的 积分 因子 ， 即 Alu) o 必 是 口上 某 个 函数 Fu) 的 全 微 
分 ， 
这 个 引 理 的 证 明 见 附录 § 1。， 引 理 的 结论 只 对 二 变量 的 微分 
-形式 才 成 立 ， 因 此 本 节 的 结论 只 对 曲面 的 情形 才 成 立 . 
我 们 有 下 面 的 一 般 丛 命题 ， 
定理 1 假定 在 曲面 S. r—r(us) 上 有 两 个 处 处 线性 无 关 
的 连续 可 微 的 切 疝 量 场 a(u,v), b(u,v), WIDE —HAEPES, 5 
有 一 个 邻 域 UCS, EAE U 上 存在 新 参数 系 C,T) 满足 条 
f r.a, r; A b. 
证 明 假定 在 自然 基底 inar] 下 ， 切 向 量 场 ab 可 以 分 
别 表示 成 
a=a (u,v)r, +a(u, 0)r, 
(1) 
b=b,Cu,0)7, + bu ,v)r,, 
a,(u,v) a,(u,v) 
4x b, (u,v) biQu,v) 70. (2) 
我 们 先 对 问题 作 一 些 分 析 . 车 有 容许 的 参数 变换 
um=u(i,d),  v—v(id,?) (3) 
使 得 "pa，rzxp5 则 必 有 函数 4 ,上 使 得 
r.-Àa, r.—gb. (4) 
由 83809 (60 式 可 知 ， 上 述 方程 等 价 于 
Qu 3v 
aü al Aa, Aa, 
SE v "C. n e 
"D a? 


并 且 


注意 到 J huee | 
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of aU 
ðu Ou -— ub, - an Co) 
of 29 H - ub, Àa, LI 


P àv 
其 中 A a,b, - a,b, 如 (2) AMEX. He TT AL 


H 2 .9ü. pmi. -— 
di = Ju du + $ de z——-(b,du -b dv), 
- ~ (7) 
~ 90 E 1 
1 = - = — d . 
dò 2u du 十 PP dv " (—-a,du-Fa,dv) 


这 表明 ， 如 果 满 足 条 件 《4) 的 参数 变换 G) 是 存在 的 ， 则 必 有 


CETHE fk bdu - b,dv), -ig C dua do) Abd 
2. 
现在 考虑 -一 次 微分 式 
; a=b,du - b dv, 
(8) 
B= -adu tady. 
HSE, fEFEXE— 2509 — ^ SRL UTE TEE R SC E, n, E 
得 在 该 邻 域内 存在 少数 XC,v)， 5 (u,v) 满足 条 件 
dü —£É£(b,du — b,dv), 
dv -—n(-a;dudcadv), 


(hor ms w 


且 它 的 行列 式 为 £n(ab, - ap) 天 0. 这 说 明 (2,0). 是 曲面 在 读 
邻 域内 的 新 参数 ， 根 据 前 面 的 分 析 TA rLZa. rZ. BD (d, 
0) 是 所 求 的 新 参数 系 . 
注 记 “定理 的 意思 是 在 局 部 上 在 在 参数 系 ， 使 得 参数 曲线 分 
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(9) 
于 是 


9j fic 5 x 5 RERb2E FEZE OE UE EEZ ARE. (RAE. — RECS 
到 r;—-a, r.—b. 

在 曲面 上 上 彼此 严 交 的 非 零 切 向 量 场 总 是 存在 的 ， 最 典型 的 办 
法 是 将 自然 基底 [frr} 正 交 化 : HR a=r.， 命 


b=r,+ ha 
使 得 ae.85=0. 于 是 待定 的 函数 4 满足 方程 
人 下 十 下 二 0， 
À= B 
即 
b= -Ertra 


IBAT. axb=r, xr A0 WES 

推论 在 曲面 S. r—r(w e) 上 任意 一 点 都 有 一 个 邻 域 
UV， 使 得 在 该 邻 域内 存在 参数 系 (0,0). 满足 条 件 ri rz 一 0， 即 
(8,9) 是 正 交 参 数 系 . 


* i -一 P... 一 Te I b 2 oa 1 一 - F 
法 记 Mes roye t vior VE" 


u 


+ Er Wü (esed 是 曲面 上 的 单 位 正 交 DU bs 架 场 ， 称 为 


irr.) 的 Schmidt 正 交 化 . 


85 保 长 对 应 和 保 角 对 应 


假定 有 两 个 曲面 ; 
S, rr n,a), Cuv) ED., 
Sa r-—ri(u t); (u,,v,) € D,. 
因为 (ue) 是 曲面 S. 上 的 点 的 曲 纹 坐标 ， 所 以 从 曲面 5， 到 
S. 的 映射 表现 为 从 定义 域 D, 到 D. 的 一 个 映射 ， 换言之， 如 
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果 我 们 有 了 映射 v. DoD. fef 

ws =f Qu v), 

NEM Q) 
则 我 们 便 有 从 曲面 S. 到 5, Mu iwo), "zie 曲面 S. 
上 的 点 mep Bgm S BRA ruv) gG5,2)). 
EAR C) EE S 可 微 的 ， 则 称 映 射 o. S, S. 是 连续 可 微 
的 ,映射 0 的 连续 可 微 性 与 SS. 上 的 容许 参数 变换 是 无 关 
的 . 

以 下 总 是 假定 映射 o SoS, 有 充分 的 连续 可 微 性 首先 我 
们 指出 ， 在 每 一 点 Pes, M o READ TS, 30578 
E 7 了 ,cS 的 一 个 线性 映射 oa 7:3, 一 TonS:， 这 个 映射 0, 称 
为 由 映射 9 诱导 的 切 映射 。 实际 上 ， 车 在 5， 上 有 一 条 曲线 

Ca u,—uG), v=v.(t), 
则 它 在 映射 0 下 陕 为 S, 上 的 一 条 曲线 

Ca u,—u,)—f G) 0: Q0)), v=2.0)Eg00) Q0). 

因此 C. 的 切 向 量 是 


dt rui) v0) 


= (r), D + Cr), -da 


2 dt 2 dt 
3t, àv; du, 
alo E dE 


41 3u, Qv, ) dt, 
FGD ET tG), 2] dt * 


假定 P =r, u: Ga), v (D), DUE | 
eii n G,uO)-3. CCHORNOPR 


h ERTI 
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| Bus PN B 
4 OE EM ». o 
Jt B. 


ce. CaGr). ,十 有 (Cr )。 D 


=(a LAIN ,+(a de Pa) 


2x (04 (3) 
所 以 e. 是 一 个 线性 变换 ， 而 且 它 在 S, S, 的 自然 基底 下 的 给 


e A aa 
Qu, 9v, 

阵 正好 是 映射 1》 的 Jacobi ABE u, Au | . 略 去 基底 向 量 ， 
m v 


(3) 式 可 以 简 记 为 


ĝu, Ov, 

osla, B) G, » v ) (4) 
Qv, 9v, 

Hubs, ou. TS ToS. ERURKI UERR) 


的 Jacobi fj ASTRA | +0. 


定理 1 bo, SoS, 是 从 曲面 S 到 S 的 三 次 以 上 连续 
可 微 映 射 ， 如 果 在 点 Pe 5,， 切 映射 o。 是 从 TS, 到 T4655, 
的 线性 同 构 ， 则 在 点 P 和 c(P) 分 别 有 邻 域 U.CS, fu 4D 
DicS， 以 及 参数 系 Quo) 和 (us,0;)， 使 得 映射 olv, Eh 

U= 2 一切 (5) 

给 出 的 ， 即 ol, 是 从 曲面 片 0, 到 U. 的 、 有 相同 参数 值 的 点 之 
间 的 对 应 .使 映射 0 能 表 成 (5) 式 的 参数 系 称 为 曲面 片 5， 和 
S, 上 关于 映射 0 的 适用 参数 系 . 


证 明 kik T=) | 六 0 ， 所 以 Qoo) 可 以 作 


“pg, 


为 曲面 S， 在 点 o(P) 附近 的 参数 系 ， 这 样 ， 则 面 5. m S. 之 
间 的 映射 就 成 为 参数 区 域 之 间 的 恒 同 映射 .证 毕 . 

设 在 曲面 5， 上 有 一 个 二 次 微分 式 

g — Au, ,v;) (du)? — 2B(u, ,v;) du,dv, + C(u; , v, dv,)’, 

(6) 

则 通过 映射 o. S, 一 S， 便 诱 是 出 曲面 $3 上 的 一 个 二 次 微分 式 ， 
记 作 c*p， 它 就 是 将 2 中 的 uw, v, 用 函数 CO. 代入 的 结果， 
RI 

a*p=A (u, v) (du): + 2B Qu, v) du, dv, + Cu, v (4v), 


(7) 
其 中 
Auw) B (u,,v,) E (A5, 92 B(u,,v,) ^n 
B (u,,9,) ey) 7 (BC. 0 "M 7 


这 里 
Qu. 9v, 
a E A 
2", 9v, 
BE. COD 3G LES Us. T, 分 别 用 f yu , v), git) RS, 
定义 1 设 c 是 从 E 中 的 曲面 片 $, 到 S. 的 连续 可 微 映 
射 ， 如 果 对 于 每 一 点 PES, MRA o, AWER TS, 到 
TS， 的 保持 内 积 的 线 性 映射， 则 称 0 是 从 S, 到 S. 的 保 长 
注 记 1 由 于 c.，7,8, 一 TocmS, RAR, PULL Car) | 
二 1dr,|. 反 过 来 ， 如 果 ao。 保持 任意 的 DD 向 量 的 长 度 不 变 ， 则 
co， 必 保 挂 切 向 量 的 内 积 不 变 ， 实 际 上 ， 这 是 因为 
dr ór-- [ldr + rl - ldr|* - |ór|?]. 


注 记 2 注意 到 or) o, Oro), OX HD Y. 表示 
曲面 5， 上 的 第 一 基本 形式 ， 所 以 ei 5,95. 是 保 长 对 应 的 充 
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(8) 


分 必要 条 件 星 ot(I)— T, Hob or, L 2304 S, S.Hy 
一 基本 形式 ,换言之 ，9 AMUYOH ESO a ER 


(9) 式 实际 上 给 出 了 寻求 曲面 5,,5, 之 间 的 保 长 对 应 的 微分 方 
程 ， 这 是 卜 线性 一 阶 偏 微分 方程 组 ， 直 接 求 解 或 者 判断 解 的 存在 
性 是 困难 的 .以 后 我 们 能 够 得 到 保 长 对 应 的 一 些 不 变量 《例如 
Gauss Mf. MARR 85) ， 这 对 我 们 判断 两 个 曲面 是否 能 适 一 
MARZA H RÉST. 

f&it dii 5， 和 S. 之 间 存 在 保 长 对 应 的 充分 必要 条 件 是 
能 在 S,、S。 上 取 适 当 的 相同 的 参数 系 (u,v)， 使 得 在 这 个 参数 
RT, hE sS 和 S. 有 相同 的 第 一 类 基本 量 . 

证 明 如 果 o. S >S, 是 保 长 对 应 ， 故 0、: T,S,—T,. 58. 
必定 是 非 退 化 的 ， 由 定理 1 可 知 ， 在 S, S, 上 存在 适用 参数 系 
(u,v), Eo 是 S,，5， 上 有 相同 参数 值 的 点 之 闻 的 对 应 。 根 
O XS RARE EE, FF. 6,26. Eb. KEHN 
EA. 

例 ] ur. Bemi r=(ucosv,usinv,u +v) 与 旋转 双 曲 面 
r—(o-os8,psin,y/p* - 1 (Pl, OKIKI) 之 间 可 以 建立 
保 长 对 应 ， 

EO ”直接 计算 得 到 螺旋 面 的 第 一 基本 形式 为 

1-2-2dw dude + (w t 1)dv, 
Ag iX dir ifa f 48 ERA 
T= "É j lap? + o*d8*, 
先 在 瀑 旋 面 上 作 适 当 的 参数 变换 ， 使 得 参数 X 是 正 交 的 ， 实 际 
n 
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1-(2 dae 十 (me Ie. -+dz) ， | 
für 
=u, f -arctgu-- v, 
[i 
pe tiap + (+ 1d 
到 十 1 
与 1* 相对 照 ， 命 


P=V pip 8-5 


则 直接 计算 得 到 工 = I*， 因此 S. 和 5. 之 间 有 保 长 对 应 ， 这 
个 对 应 是 ， 
P=VW+1,  ÓO-aretgu-v. 

注 记 ”本 例 的 解法 具有 拼 竣 的 特点 ， 这 比 直接 求解 方程 (9) 
要 简单 ， 在 熟悉 了 Gaws - 曲 举 的 计算 方法 以 用 它 的 内 区 不 变性 
之 后 可 以 使 拼 资 的 目标 更 加 明朗 一 些 ， 

定义 2 设 c 是 从 Lr 中 的 曲面 片 8 到 S: 的 连续 可 微 映 
射 。 如果 存 在 定义 在 S$， 上 的 正 的 连续 函数 2 ， 使 得 对 于 任意 的 
PeS 及 a, bcT,S, 都 有 

8, (a) - o, (b) =p CP)- Ca: b), | (10) 

则 称 o 是 保 角 对 应 

从 定义 可 知 ， 如 果 保 角 对 应 o 中 的 函数 2 三 1， 则 0 就 是 保 
长 对 应 ， 另 外 ， 条 件 (10) 等 价 于 

. e* (1) 2 9*1. (11) 
FMA, o0 是 保 角 对 应 的 充分 必要 条 件 是 


2u, Qv, ĝu, ĉu, | 
| Qu, Ou Ih o) ðu, gv, EN .) 
ðu, Əv, 3v, Do 人 . 
Qv, Qv, FC du, Ov E 
(Q2) 


特别 是 ， 如 果 在 SS, ERENS AR EAE S, S ER 
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相同 参数 值 的 点 之 间 的 对 应 ， 则 条 件 〈12) 就 成 为 
E,—pE, F,=pF, G,=pG,. (13) 
定理 2 设 c 是 从 五 : 中 的 曲面 片 S, 到 S. 的 连续 可 微 映 
射 ， 则 是 保 角 对 应 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 一 点 PCS, KE 
意 两 个 切 向 量 a,5 7,S,， 都 有 
(a. (a), 0, (b)) — (a,b). (4) 
证 明 必要 性 是 定义 2 的 直接 推论 ， 现 证 充分 性 ， 设 映射 
o, S$, 一 S$， 有 性 质 (14) ， 则 o, Ca)250, Vac T,S,. 利用 定理 
“1 可知 在 $,,S$， 上 能 取 适 用 参数 系 (Qu), 使 0 是 SS, 上 有 
相同 参数 值 的 点 之 间 的 对 应 ， 于 是 aC) G2... 2. (022 
(n), e.(Qr), t Cr 一 (rr 其中 roD)，rzCu0) 
分 别 是 曲面 5,,5， 的 参数 方程 。 由 条 件 OA) TA 
Zr), CE) ) = rs), Cr) 
LCC), + Cr) Cm) ) 9 rs) b GDsG00s 
rt (rr =r) t GO, 022. 
因此 ， 我 们 有 


F, F, 
VEG, TVEGS 
E,4 F, E,-F, 

VE +2F, +G, VË, "YE, -2F,46, VE, 
F,46, 00 LUE 6 
VE,-2F,4G, VG, VE,-2F,4-6, VG, 

由 后 两 式 得 到 
F, 
- VĒ += VE, 
VESDE V MS 
G + vG 
VETE EZ V VE, 


展开 并 且 利 用 上 面 的 第 一 趟 得 到 
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— FF, —— FE, 
VEC yg V EC T EG? 
1 1 
VE,G, VEG? 
由 此 便 得 到 
E_G_F, 
E, G, M 


这 说 明 条 件 〈13) mor. Bo 是 保 角 对 应 ， 

保 角 对 应 的 最 重要 的 性 质 是 下 面 的 定理 ， 

定理 5 ”任意 一 个 正则 曲面 上 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 ， 它 可 以 
和 平面 上 的 一 个 邻 域 建 立 保 角 对 应 ， 因 此 任意 两 个 正则 曲面 在 馈 
部 上 必定 存在 保 角 对 应 ， 

这 是 一 个 十 分 深刻 的 定理 ,在 曲面 的 参数 方程 是 解析 的 情 
形 ， 不 难 利用 一 次 微分 形式 的 积分 因子 的 存在 性 〈 见 附录 $1) 
来 证 明 ， 但 在 曲面 的 方程 是 光 请 的 情形 ， 证 明 很 复杂 ， 特 别 是 在 
碍 面 的 参数 方程 是 二 次 以 上 连续 可 微 的 情形 ， 陈 省 身 证 明 该 定 
理 也 是 成 立 的 《证 明 可 看 ，S. S. Chern, Selected Papers, 
p. 217). 

在 平面 E EHCHCRULECASASERAA uo), ME 的 第 一 基 
本 形式 成 为 dw: 十 dv*. 因此 定理 3 的 第 一 个 论断 的 意 电 是 ， 下 人 性 
意 一 个 正则 曲面 上 任意 一 点 的 一 个 充分 小 的 Sb 域内 存在 参数 系 

(u,v)， 使 得 曲面 的 第 一 基本 形式 成 为 
1—2'(Q,v)(du dv). (15) 
diii EL ETE— REAROEGNDARUR 《15〉 式 的 参数 系 称 为 等 温 参 数 系 . 
DIESE 的 习题 第 2 题 及 $3 的 习题 第 2 题 的 结果 可 以 知道 ， 球 
极 投影 建立 了 球面 与 平面 的 保 角 对 应 .这 个 结果 可 以 用 立体 几何 
的 初等 证 法 来 证 明 . DE $3 第 2 题 中 的 参数 (u,v?) 是 球面 上 
的 等 温 参 数 系 ， 下面 的 例子 给 出 了 球面 和 平面 之 间 的 另 一 种 保 角 
对 应 ， 这 两 种 保 角 对 应 是 地 图 学 常用 的 两 种 画 地 图 的 方法 。 
T4 


£j2 Mercator 投影 
WES 是 半径 为 a 的 球面 ，5 是 半径 为 a 的 圆柱 面 ， 设 它 
们 的 参数 方程 分 别 为 


- ü Ü, 
r=({acos—,asin—, ð 
a a 


它们 的 第 一 基本 形式 分 别 为 
= cns vdu’ +a’ dv’, 
=d 二 dz。 
fir 


" s (adv ,1 | (2. xj 
ü-—u, j| t a In itg 21 |> 


则 相应 的 映射 就 是 从 球面 S 到 圆柱 面 S 的 保 角 对 应 。 从 5 的 
第 一 基本 形式 可 知 ， 4 与 平面 是 等 距 的 ， 
习 5 
o1. 证 明 ， 在 基 链 面 
t t . 
r=(acht cosb,achE sin 0,1), 
- co« («t eo, 0«C0« 2n 
5 E EROR rd 
r - (vcosu ,vsinu ,au), («Cu«c2z2, -co«v« Too 
之 间 ， 存 在 保 长 对 应 ， 
e2， 证 明 ， 曲 而 r—(a(cosud cosv),a (sinu+ sinv),b(u 
Te) 和 一 个 旋转 面 能 够 建立 保 长 对 应 ， 
3. EM: 平面 到 它 自 身 的 任意 一 个 保 长 对 应 必定 是 平面 
上 的 一 个 刚体 运动 ELT 条 直线 的 反射 的 合成 )， 
.4， 试 建立 旋转 
,Oa f sins) 
7o 


与 平面 的 保 角 对 应 , 
*5. 试 建立 第 2 题 中 的 曲面 与 平面 的 保 角 对 应 ， 


$6 "j E dh p 


在 这 一 节 我 们 要 研究 一 类 特殊 的 曲面 ， 以 后 我 们 会 知道 这 类 
曲面 恰好 是 与 平面 在 局 部 上 能 够 建立 保 长 对 应 的 曲面 

在 81 已 经 说 过 ， 一 般 的 直 纹 面 的 方程 是 ?二 a(w) 二 vv)， 
其 中 !Go2? 关 0， 柱 面 、 锥 面 和 一 条 曲线 的 切线 面 都 是 特殊 的 直 纹 
m COEHIO) ， 它 们 的 方程 分 别 为 

Hs  r=a(u)+ol, Ip 1 是非 零 常 向 最 ， 

锥 面 ， r= 二 at+vi(u)， 其 中 a 是 常 向 量 ， l 

切线 面 : r=alu)+va lu). 


( 


图 i9 


直接 计算 可 知 ， 这 些 曲面 的 一 个 共同 特征 是 ， 切 平面 沿 直 母 线 是 
不 变 的 ， 即 它们 在 各 点 的 切 平面 是 依赖 单个 参数 的 平面 族 、 以 切 
线 面 为 例 ; 

r,—a' (u) + va'(u), 


r,—a (u), 


所 以 
r,Xr,— -va lu) x a'(u), 
E a (u)xa'(u 
NMTIOETIOIN 
因为 单位 法 向 量 n 只 依赖 参数 u, EER (HH v- 曲 线 ) 
切 平面 不 变 . 
定义 “如果 S 是 直 纹 面 ， 并 且 S 的 切 平面 沿 直 母 线 是 不 变 
的 ， 则 称 S 是 可 展 曲面 ， E 
前 面 的 讨论 说 明 ， 柱 面 、 锥 面 、 切 线 面 都 是 可 展 曲面 .下面 
的 命题 给 出 了 可 展 曲 面 的 判别 准则 . 
定理 1 KERE S 的 方程 是 r= 一 alw) 十 viC(u)， 则 S 是 可 
展 曲 面 的 充分 必要 条 件 是 
(a Ca) ,Tu) ,UQu)) —0. (1) 
证 明 由 S 的 方程 得 到 
r,=a (u)tvl(u),  r,=41(u), 
[a 
r,* r,= (a (Qu) t ol' (u)) x Qu). 
E S 是 可 展 曲面 ， 则 在 v- 曲线 上 任意 两 个 不 同 点 (u,v) 和 
(u,v), JP v, 取 v1:， 曲 面 的 法 向 量 应 该 平行 ， 即 
Ca CW + vl A x EQ) Z a u) + vU Qu) x Iu). 
根据 双重 向 量 积 的 公式 ， 我 们 有 
0=[ Ca Qu) + vl UY) x Q0] x [Ca Cu) + vl) x ICu] 
= (a (u) - vl u), a' (u) + v (i) ,Tu IO) 
= (v, — v)* Qa u), Cu) ,U Gu). 
由 于 (0 -7v0l00550,. &&k CO) xor. El ieuboEER AE npo 
的 ， 因 此 CD 也 是 曲面 S 为 可 展 曲 面 的 充分 条 件 ， 
注意 到 在 直 纹 面 上 可 能 会 有 两 个 不 同 的 连续 单 参数 直线 族 ， 
因而 是 否 会 发 生 这 样 的 情况 ， 对 于 其 中 一 族 直线 ， 条 件 (1) 成 
立 ， 而 对 于 另 一 族 直 线 ， 条 件 〈《1)〉 却 不 成 立 ? 可 以 证 明 ， 存 在 
44 


两 族 直 线 的 直 纹 面 只 能 是 单 叶 双 曲 面 、 双 曲 抛 物 面 和 平面 了 ， 而 
前 两 者 都 不 是 可 展 曲 面 ， 因 此 前 面 提 到 的 情况 是 不 会 出 现 的 . 另 
外 ， 对 于 直 纹 面 的 方程 ， 准 线 aCw) 可 以 换 成 aCu) t AQUMQO, 
方向 向 量 (Cu) 也 可 改变 长 HE 成 为 au), KP uao, 
但 是 这 些 变换 都 不 会 改变 条 件 (1). 由 此 可 见 ， 要 判断 一 个 直 
纹 面 是 否 为 可 展 曲 面 ， 只 要 就 它 的 一 种 参数 表示 进行 检验 就 行 
T. 
定理 2 可 展 曲面 只 有 柱 面 、 锥 而 、 切 线 面 这 三 类 曲面 . 
证 明 x OS 是 可 展 曲面 ， 故 它 的 方程 可 写成 
r(u,v) — a(u) + vl(u), 
其 中 alu), Iu) WER Q). 
如 果 (wD) x1(w) 三 9， 则 由 第 一 意 32 命题 2?， 向 量 1(v) 
有 确定 的 方向 ， 故 直 母 线 平行 ，S 是 一 个 柱 面 . 
假定 UQu) x1(u)250,. kR CÓ 意味 着 向 量 a Qu). 落 在 
l(u) fü Uu) 所 张 成 的 子 空间 内 ， 不 妨 设 
a'(u) z a(u)l(u) + ul Qu). (2) 
现在 让 准 线 作 一 个 变换 : 
b(u) —aCu) + AQu)l Qu), 
要 求 8 (4) Iiu). Ae 
b Ga (u) t A CO LG + AGO Cu) 
= (a u) - CN + CB Qu) t AT Cu), 
RER A (0-8) 即 可 ， 也 就 是 
blu) —a(u) - BALI). (3) 
现在 
b (Qu) - Calu) - P Uu), 
如 果 aQu)- B'(u)-0, Wl b'(u)-—0, FE b(u) — b, 是 常 向 量 ， 
这 时 申 面 上 的 直 母 线 都 通过 定点 bo kizima. An 


D SE: DRAR, S RERE, TEZE EAJM (EA, ARAR H 
版 社 ，1959 年 12 月 第 一 版 ，p.16。 
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alu) - B'(u)s£0, Wi r=) 是 一 条 正则 曲线 ， 而 且 


vtBO) KaD, 
r(u,v) = bu) 4 — atu) - fh 'G»* f ) 


这 说 明 S 是 曲线 bu) 的 切线 面 ， 证 毕 . 
可 展 曲面 的 另 一 个 特征 是 它 和 平面 在 局 部 上 可 以 建立 保 长 对 
应 ， 对 王 柱 面 和 詹 面 而 言 这 在 直观 上 是 明显 的 ， 在 此 ， 我 们 只 能 
证 明 必 要 性 ， 而 充分 性 留待 第 五 章 处 理 ， 
定理 可 展 曲 面 在 局 部 上 可 以 与 平面 建立 保 长 对 应 。 
证 明 因为 可 展 曲面 分 为 柱 面 、 锥 面 、 切 线 面 三 大 类 ， 故 我 
们 只 要 证 明 每 一 类 曲面 都 可 以 与 平面 建立 保 长 对 应 ， 
D 柱 面 ， 其 参数 方程 为 


r(u,v)— —a(u)- tl, (4) 
不 妨 设 11,|=1. 作 准 线 变换 
b(u). -a(u) + AQDL, (5) 


使 得 6Cu) 与 方向 向 量 LEX. 为 此 只 要 取 4= -alu)1。 即 
LEES D [PETTY 
rQu v) — b(u) + (0+ 20). 


作 参 数 变换 
{= (18 o) ldu, (0) 
=v+ Alu), 

于 是 曲面 方程 成 为 
r —b(i)- ől, 

其 中 


l=1,  |b'(D»|-1 B. &'(GD-L-0. 
因此 曲面 的 第 一 基本 形式 是 
IT=(d0) + (d8)', (7) 
很 明显 ， (7)》 焉 是 平面 在 管 卡 儿 坐标 系 下 的 第 一 基本 形式 ， 故 
(6) 式 就 是 曲面 (4) 到 平面 的 保 长 对 应 ， 
(2) 锥 面 ， Wt RE 
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r(u,v) —a,4 vl(u). (8) 
可 以 要 求 Ku) =1, BH. 是 单位 球面 上 的 曲线 r—1(u) KII 
长 参数 ， 故 IL(w)|=1. 这 样 ， 划 面 的 第 一 基本 形式 为 


I-vdu de. 
命 
X-vUcosu 
RN (9) 
y —vsinu, 
则 [得 


I-—dx'-rdy, ? 
所 以 (9) 式 是 从 锥 面 〈8) 到 下面 的 保 长 对 应 ， 
(3) 切线 面 。 设 r=r(s) 是 E 中 的 一 条 正则 曲线 ，s 
ERKEK, ME E B3 002 Th 75 E 


r—r(s) +tr (S)—r(s)-ta(s, (10) 
Aje 
r,=a(s)+txBCs), 
r,— a(s), 
所 以 


E=1+tx’, F=1, G=], 

曲面 的 第 一 基本 形式 为 

I-(-ct1*eéds! 4 2dsdt - d£, . (11) 
注意 到 在 工 中 不 含有 曲线 r—r1() WRR, 这 就 是 说 ， 空 间 Et 
中 任意 两 条 有 相同 的 弧 长 参数 和 曲率 朴 数 的 曲线 必 有 和 批 此 成 保 长 
对 应 的 切线 面 . 特别 是 ， 根据 曲线 论 基本 定理 我 们 可 以 作 一 条 以 
s 为 弧 长 、 以 sC) 为 曲率 的 平面 曲线 ， 它 的 切线 面 是 平面 的 一 
部 分 ， 因 此 曲线 "=r(s) 的 切线 面 必 可 与 平面 在 局 部 上 建立 保 长 
对 应 。 证 毕 . 


J M 


nis (1) 证 明 ,曲面 rhe tE, wtu, v 272) 是 
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可 展 曲 面 ， 

(2) 证 明 ; r=(cosv- (u--v)sinv, sinv+ (ut v) cosv,u 
+20) 是 可 展 曲 面 ， 它 是 哪 一 类 可 展 曲 面 ? 

(3) WEH: r— (aCu-- v),b(u — 9),2uv) 不 是 可 展 曲 面 . 

2. 证 明 , 找 率 不 为 零 的 曲线 的 主 法 线 和 次 法 线 分 别 生 成 的 
直 纹 面 都 不 是 可 展 曲 面 . 

3. 对 于 挑 率 不 为 零 的 曲线 ,是 否 有 单 参数 法 线 族 构成 可 展 
曲面 ? 若 有 ， 求 出 所 有 可 能 的 这 种 可 展 曲面 . 

4. 已 知 空 间 挠 曲线 ?=r(s)，; 为 强 长 参数 ， 求 定义 在 曲 
线 上 的 向 量 场 !(Gs)= 14G)a(s)+ACGD)Yy(Cs)， 使 得 由 I) 生成 
的 、 以 已 知 曲线 为 难 线 的 直 纹 面 是 可 展 曲面 . 

- 5. WC 是 直 纹 面 S 上 与 直 母 线 处 处 正 交 的 一 条 曲线 , 曲 

面 S 沿 曲线 C 的 法 线 生成 另 一 个 直 纹 面 $， 证明; $ 是 可 展 曲 
面 的 充分 必要 条 件 为 S 是 可 展 曲 面 ， 
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第 四 章 ”曲面 的 第 二 基本 形式 
$1 第 二 基本 形式 


在 上 一 章 我 们 已 经 对 曲面 的 概念 作 了 讨论 ， 并 且 初 步 研究 了 
曲面 上 与 弃 量 有 关 的 性 质 ， 现 在 我 们 要 着 手 研究 空间 ES 中 曲面 
的 形状 ， 首 先 讨论 描写 暴 面 在 一 点 的 弯曲 程度 的 方法 . 

设 S.r—r(u,o) 是 一 块 正则 有 曲面， 曲面 $ 在 点 (me) 的 
UE iii c 有 单位 法 向 量 


amo RÉP | 
LEZAE 


. (1) 
ITTTTEP 


很 明显 ， 刻 遂 曲 面 S 在 (u,.v.) 处 的 弯曲 程度 的 最 直观 的 量 就 
是 该 点 的 邻近 点 到 平面 3 的 有 向 距离 6 〈 见 图 20)， 


显然 ， 邻近 点 (wo +AU, V, +Av) 到 平面 7 的 有 向 距离 是 
OCAu,Av)= Lr(u, 4- Au,v, Av) — ru v0))n. (2) 
根据 Taylor 展 式 ， 我 们 有 
82 | 


ru, + Au v, 3- Av) — r(u,, v.) 


一 Cr。| Go ep ÅU tr, | Gasp AU) lo. | Go spo AU? 


+ 2r,, | G0 AuAv 十 Top | aoro AV) + o(Au! T Av’), 


其 中 
lim loCAu? + Av*)| -0 
F'TEESCLEM Au! + Av? . 
因此 
Ó(Au,Av) — Aw 4 2M AuAv + NAv) t o(Au* + Av?), 
(3) 
其 中 


L-ralo,.57m 
M=r,, | Cu0s70) Hs (4) 
N=7,,| Cu0sr0) "Tt. 
由 于 ra 一 rn 一 0， 所 以 LLM,N 还 能 表示 成 
L—-r,:n, M= eren, = -rens 一 一 rm (5) 


f (3) 式 中 ， 有 向 距离 Cu, Av). 的 主要 部 分 是 二 次 微分 


AIGA 2M AuAv + NAo)， 这 启示 我 们 考虑 

T= Ldu’ 42Mdudv + Ndv’. (6) 
首先 我 们 要 指出 二 次 微分 式 开 与 曲面 上 保持 定向 的 容许 参数 变换 
是 无 关 的 。 假 定 有 参数 变换 


u-—u(i,?), 


{ | G) 
v—cv(ü,2), 
并 且 
alu, v) 
3(5,5) ^ , 
因此 ` 
2, 9u,7) 
T. 77 一 FEED Ts TF, 
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(8) 


"m =n 
| (9) 
Car, 
其 中 
.2u 9v 
aü. ou 
Ga 
2u | 2v 
Qv 89? 
由 (5) 式 得 到 
LM rz 
la h Kee 
- -7 Jn. 2-7 (1) 
L M 
EM 


WERI, LM, N 在 保持 定向 的 参数 变换 下 的 变换 规 律 与 第 一 


类 基本 量 EQF.C 的 变换 规律 是 相同 的 ， 注意 到 
《du dv) — (di, d?) -J, (12) 


所 以 
Law? + 2Mdudv + Nd! 


(3) 


L MV/ai 
- ca ay (7 JU ) 
M NJVNa$ 


Lii ^42Mdü dó 4Ndi*. 
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这 说 明正 在 曲面 的 保持 定向 的 容许 参数 变换 下 是 不 变 的 ， 我 们 称 
为 曲面 的 第 二 基本 形式 ，L,MM,N 为 曲面 的 第 二 类 基 本 量 . 上 
述 不 变性 还 有 更 简明 的 观 X€. 实际 上 ， 由 于 〈5) Ñ, ITAR 
示 成 

. 可 一 — dr:dn. (14) 
在 保持 定向 的 参 数 变换 下 ， 单 位 法 向 量 n 是 不 变 的 ;而 dr, da 
分 别 是 向 量 函 数 v.n 的 一 次 微分 ， 出 于 一 次 微分 的 形式 不 变性 ， 
故 dar'dn 是 不 变 的 ， 从 上 面 揭 讨论 可 以 看 出 ， 堵 参 数 BE 
转 烛 面 的 定 回 的 ， 则 把 单位 法 向 量 n 变 成 单位 法 向 量 -n 所 
以 第 二 基本 形式 恰好 改变 它 的 符号 . (3) 式 告 诉 我 THE 
接 的 几何 意义 是 ， 它 是 有 向 距离 56(Au,Av) 的 主要 部 分 的 2 fi 
BE =28 (Au , Av). 

$85 平面 和 圆柱 面 的 第 二 基本 形式 ， 

ik 5, 是 E! 中 的 zy- 平面， 所 以 它 的 参数 方程 是 

r—(u,v,0). 

它 的 单位 法 向 量 是 常 向 量 


n 一 (0,0,1)， 
所 以 
I=dr:dr=dwu 4-dv*, 


(15) 
P= -dr'dn=0. 
Mm S. 的 方程 是 


u . u 
r— (acos ,asinŻ o), 
a a 


. u u 
r,-| — sin—,cos—,0 h 
a a 
r,7 (0,0,1), 
u . u 
r, Xr, (cos, sin 0) 5 m 
a a D. 


Us 
r,7—r,,—0 
因此 
E-—r,r,—1, F=r r, =0, G-—r,r—1, 
元 一 rn = -l, M-—r,,n—0, N-—r,,:n—0. 
所 以 
I-du' de, 
(16) 
= - lau, 
a 


由 此 可 见 ， 平 面 S. 和 图 柱 面 S. 虽然 在 局 部 上 可 以 建立 保 
长 对 应 ， 但 是 它们 的 第 二 基本 形式 在 保 长 对 应 下 是 不 同 的 ， 这 反 
映 了 它们 的 形状 是 不 同 的 ， 

下 面 两 个 定理 分 虽 用 第 二 基本 形式 给 出 了 平面 和 球 面 的 特 
征 . 

定理 1 “一块 正则 曲面 是 平面 的 充分 必要 条 件 是 它 的 第 二 基 
本 形式 恒 等 于 零 . 

证 明 必要 性 在 前 面 已 经 得 到 证 明 ， 现 在 只 要 证 明 充 分 性 . 
设 曲 面 的 方程 是 

i r —r(u,v), 

我 们 要 证 明 它 的 单位 法 向 量 n 是 常 向 量 . 由 于 工 三 0， 克 我们 
有 . 


L-—-r,:n,—0, 
——r,snQs—cr,nQo—0, (a7) 
N= ~ 7,'n,=0, 
此 外 ， 由 于 n 是 单位 向 量 场 ， 故 有 
n,-n-n,:n-—0. (18) 


注意 到 inrer sajt R ET 中 的 标 架 ， 而 (17) , (182 两 式 


表明 nma n. 在 roro 上 的 投影 都 是 零 ， 所 以 non 都 是 零 向 
Æ, RI 
da= n, dv + n,dv—0, 


LEE 是 曲面 上 的 党 向量 场 ， 由 于 


dr:n—6, 
所 以 
dír- 一 0， 
ZI 
或 


(r(u,v) - r(u,,v,):n—0, 
xx BLUR HE ri ATE SE RR rst), A n 为 法 向 量 的 平面 内 . 
定理 2 一 块 正 则 曲面 是 球面 的 充分 必要 条 件 是 在 曲面 上 每 
一 点 ， 第 二 基本 形式 是 第 一 基本 形式 的 非 零 倍 数 ， 
WEBS 设 曲面 S:r—r(u.v) 落 在 一 个 球面 上 ， 则 必 有 常 向 
XE or. EK R， 使 曲面 的 方程 满足 
(r(u,v) - r,Y =R. 
对 方程 两 边 进行 微分 得 到 ~ 
dr-Cr(u,*$) —r,)=0, 
由 此 可 和 匈 ， 曲 面 的 单位 法 向 量 是 


因此 


= -dr.dn = 一 dr'dr 一 -去 


反 过 来 ， 假 定 有 处 处 不 为 零 的 函数 cuv), E h m 的 第 
一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 满足 
Ic v): T, 
RE 
(L - cE)du’+2(M -cF)dudv + (N - cG)ds! =0. (19) 
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由 于 du,dv 的 任意 性 ， 不 难 知道 
L(u,v) —c(u,v): E(u,v), 
M(u,v) 2c(u,v): F(u,v), (20) 
N(u,v) —e(u,v)-G(u,v). 
根据 第 一 类 基本 量 和 第 三 类 基本 量 的 定义 ，〈20) ASF 
(n, + cr,) r, —0, 
(n, t cr.) r, — (n, cr): 7,0, 
(n, + cr,) *r, 0. 
另 一 方面 ， 由 于 n 是 单位 法 向 量 场 ， 所 以 
(n, - cr): ns (Ón, t cer, n=. — 
因此 


n, T cr,70, 
(21) 
n, cr,—0. 
TR (2D 的 两 式 分 别 对 于 vu 求 导 ， 得 到 


n,tcr,-cr,,-0, 


Np CF, 01r, — 0, t 


所 以 
C,F,—— CLF,. 
由 于 rr， 是 线性 无 关 的 ， 所 以 只 能 有 
cu 一 C 过 0， 
Bil cu, v) =c 是 常数 ， 这 样 ， 从 (21) 式 得 到 
dín 4-c'r)=0, 


HU n+cr 是 定义 在 曲面 上 的 常 向 量 场 ， 不 妨 设 
n(u,v) -Fcr(u,t) =c'fa cs 
于 是 


GG 1) — re)’ =} 


即 曲 面 藩 在 以 ra 为 中 心 、 以 下 [为 半径 的 球面 上 ， 
注意 ， 定 理 2 的 条 件 的 意思 是 ， 在 每 一 虚 曲面 沿 各 个 方向 上 
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弯曲 的 程度 都 是 相同 的 ， 这 个 事实 利用 下 一 节 的 法 曲率 的 概念 会 
变 得 更 加 明显 .而 定理 2 的 结论 是 很 强 的 ， 它 意味 着 : 如 果 曲 面 
在 每 一 个 固定 点 沿 铬 个 方向 的 弯曲 程度 是 相同 的 , 则 它 在 各 个 点 、 
沿 备 个 方向 的 弯曲 程度 都 是 一 样 的 ， 


3 H 
1. 求 下 列 曲面 的 第 二 基本 形式 ， 
(1) r-(acosgcosÓ ,acospsin0 ,b sing). 
(2) r- (uo dri) ), 


(3) r—CaCu t $)2,aCu - v) ,2uv). 

2. Riik r=r (s) 的 切线 面 的 第 二 基本 形式 ， 其 中 s 是 
曲线 的 弧 兵 参数 

3. RhE z=f(x,y) 的 第 一 、 第 二 基本 形式 . 

4. 证 明 ， 当 曲面 在 空间 E^ 中 作 刚 体 运动 时 ， 它 的 第 一 基 
本 形式 和 第 二 基本 形式 是 不 变 的 . 

5. 直接 证 明 ， 如 果 在 可 展 曲 面 S 上 存在 两 个 不 同 的 单 参 
数 直线 族 ， 则 S 必定 是 平面 (本 垩 同时 说 明了 非 平面 的 可 展 曲 
面 上 不 可 能 存在 两 个 不 间 的 单 参数 直线 族 ) . 


$2 法 h ck 


上 一 节 所 定义 的 第 二 基本 形式 直观 地 反映 了 曲面 的 索 曲 程 
BE. 负面 的 弯曲 程度 还 可 以 通过 研究 落 在 曲面 上 的 晶 线 来 了 
解 ， 而 且 曲 面 上 曲线 的 曲率 与 由 面 的 第 二 基本 形式 有 关 。 例 如 ， 
下 面 我 们 会 看 到 ， 球 面 上 的 曲线 的 曲率 不 会 是 零 . 

Wir S 的 方程 是 r=r (u,v)， 它 上 面 的 曲线 可 以 用 参数 
方程 


u=u(s), v=v(s) 
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来 表示 ， 其 中 s 是 弧 长 参数 .作为 空间 E 中 的 曲线 ， 它 的 方 
RUE 
r —r(u(s) ,v(3)), 


于 是 它 的 单位 切 向 量 是 
-Fp du,, dv 
9-64 "at" ds 
曲率 向 量 是 
a=xp 
Sr, (EY +r., S NC, 
Sra (e 27 ds ds 7n ds 
d'u d'v 
tr, ds? tr, ds ^ 


因此 ， 曲 线 的 曲率 向 量 在 曲面 的 单位 法 向 量 n 上 的 投影 是 


K= ^n-—&x(B-n) 


_r /du , ,4,,du dv doMV 
-L (S +y Pan (EY. Q) 


从 上 面 的 表达 式 可 以 知道 x, 只 
”与 曲线 的 切 方向 ( 径 ,2) 有 关 ， 
称 为 曲线 的 法 曲率 ， 若 命 
<(B,n)=8, WE 

X, — «cos. (2) 
由 此 可 见 ， 曲 面 上 在 一 点 相 切 
的 曲线 在 该 点 有 相同 的 法 曲 
率 。 并 且 对 于 曲面 上 经 过 一 个 
固定 点 P、 且 在 该 点 相 切 的 全 
体 曲 线 来 说 ， 它 们 的 曲率 中 心 
Bon HARRES RIY IHR RS 
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”平面 内 的 一 个 圆周 “ 见 图 21》 ， 实 际 上 


cos 0， (3) 
e r(s) +18 
=r(s) X 


MERR D e IDEE E LAS 


Fi T Bit ilii. EE — ERES HE ZR Pe AAA SA HER, TEX, 
Ai Rki Lidl ATAA. RTAS LU 
更 清楚 一 些 ， 由 于 。 PAKSA, MA 


ICs)1: =E (y +2F hs Ze (EY =1, 


即 
=Edu’ + 2Fdudv t Gdv' — T. 


这 样 ， D 式 成 为 


= Ldu’ +2Mdudv + Nav 一 工 (4) 
Edu’ +2Fdudv + Gdv I` 
这 个 表达 式 的 分 子 、 分 母 分 别 是 dudo 的 二 次 齐 式 ， 因 此 它们 


的 比 只 是 字 的 函数 ， 正 因为 如 此 ， 我 们 把 x 叫做 曲面 在 点 


(u,v)、 沿 切 方向 (du,dv)》 的 法 曲率 ， 这 样 ， 有 曲面 在 点 (uso). 
WEE (dudo) 的 法 曲率 正好 等 于 曲面 上 经 过 读 点 、 且 与 该 
方向 相 切 的 曲线 在 该 点 的 满 曲率 . 

在 点 《u,v)， 由 切 方 向 (du,dv) 和 曲面 在 该 点 的 法 线 决定 
了 一 个 平面 ， 称 为 曲面 在 该 点 由 切 方 向 (du,dv) 确定 的 法 裁 
面 .法 截面 与 曲面 相交 成 一 条 平面 曲线 ， 称 为 曲面 在 该 点 的 一 条 
ARS. 法 截 线 可 以 作为 曲面 上 经 过 点 (u,v)、 且 与 方向 (du, 
dv) 相 切 的 曲线 的 代表 ， 由 于 它 是 平面 曲线 ， 且 在 点 (xc,z) 以 曲 
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面 的 法 向 量 为 法 向 量 ， 因 而 是 它 的 主 法 向 量 ， 所 以 〈2) 式 中 的 
9 =0°%180°, BH 
PAETI 

我 们 规定 : 在 点 (u,v) 由 切 方向 (du, do) 确定 的 法 埠 面 的 定向 
以 切 方向 (du,de) 到 曲面 的 法 向 量 m 的 旋转 方向 为 正 向 这 
样 ， 上 面 的 结果 可 以 确切 地 叙述 为， 

定理 1 ”曲面 在 点 (6,0). WAY È (du,de) 的 法 曲率 r, 
等 于 曲面 上 由 该 急 方 向 决定 的 法 截 线 作为 相应 的 法 截面 内 的 平面 
曲线 在 该 点 的 相对 直率 . 

在 直观 上 ， 用 法 截 线 的 曲率 去 刻 划 曲 面 的 弯曲 程度 是 很 自然 
的 ， 革 截面 就 象 一 把 刀 ， 法 截 线 就 是 用 这 把 刀 在 曲面 上 切 荐 所 成 
HATER. 如果 我 们 对 于 各 个 方向 的 剖面 线 在 该 点 的 曲率 都 有 所 
了 解 , 则 对 于 曲面 在 该 点 的 弯曲 情况 就 完全 清 相 了 . 近 正 是 Euler 
观察 曲面 形状 的 基本 出 发 皮 ， 所 谓 Euler 公式 就 是 具体 地 给 出 法 ， 
上 曲 举 作为 方向 的 函数 ， 在 下 一 节 将 要 研究 这 个 问题 ， 

Bi 平面 的 第 二 基本 形式 工 二 0， 所 以 法 曲 府 ,三 0. 显然 ， 
平面 上 沿 任意 一 个 切 方 向 的 法 截 线 是 直线 ， 


ŽE S 1EA29E UTERE T (noon nint) f — d 


式 和 第 二 基本 形式 分 别 为 
Ta=du+dv', 
I=- lay, 
a 
所 以 法 曲率 是 
d 1 
im adu rds . 
车 用 0 表示 切 方 向 (du,dv》 与 -ihih Mj 


S08 8 m ean e amn 
VY du’ t de! " 


所 以 
92 


1 


x= — — coa*D, 
a 


它 界 于 -二 与 0 之 间 ， 在 这 里 ， 开 中 的 负 号 说明 m 是 曲面 的 外 
法 向 量 ， 曲 面 是 朝 -n 的 方向 恋 曲 的. 
$ 1 的 定理 2 说 明 ， 球 面 的 法 曲率 .一 -E Gn 是 球面 的 


外 法 向 量 ) ， 即 球面 的 法 曲率 是 非 零 常数 ， 很 明显 ， 球 面 的 法 截 
线 都 是 半径 为 R EKAN. hF x。=xeos9， 所 以 对 于 球面 上 
的 曲线 ， 必 有 6. 

定义 ”在 曲面 上 一 点 ， 使 法 曲率 为 零 的 方向 称 为 曲面 在 该 点 
的 渐 近 方向 . 车 曲面 上 一 条 曲线 在 每 一 点 的 切 向 量 都 是 曲面 在 该 
点 的 浙 近 方向 ， 则 称 该 曲线 为 曲面 上 的 一 条 渐 近 曲线 ， 

在 固定 一 点 (n,r)， 浙 近 方向 就 是 二 次 方程 

Ladu: +2Mdudv + Nd =0 (5) 
的 解 . 显然 ， 曲 面 在 点 U0) 有 实 渐 近 方向 的 充分 必要 条 件 是 
在 该 点 成 立 
LN - M'O. 

当 LN - M*«Co 时 ， 有 两 个 不 同 的 实 渐 近 方向， 在 LN - M*—0 
时 ， 只 有 一 个 实 渐 近 方向 (或 认为 两 个 实 渐 近 方 向 合 而 为 一 )。 将 
(u,v) 看 作 动 点 ， 则 方程 5) 也 是 渐 近 曲线 的 微分 方程 .特别 
是 ， 如 果 在 曲面 上 处 处 有 LN - M:<<0， 则 在 曲面 上 存在 两 个 处 
处 线性 无 关 的 渐 近 方向 场 . 根据 第 三 章 8 4 的 定理 1， 在 曲面 上 
便 有 用 渐 近 曲线 构成 的 参数 曲线 网 . 

定理 2 曲面 上 的 参数 曲线 网 是 渐 近 曲线 网 的 充分 必要 条 件 
是 L= NEE0. 

证 明 是 平凡 的 ， 留 给 读者 自己 完成 ， 

定理 5 ”曲面 上 的 一 条 曲线 是 渐 近 曲线 ， 当 且 仅 当 它 是 一 条 
直线 ， 或 者 它 的 密切 平面 是 曲面 的 切 平面 
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证 明 实际 上 ， 曲 面 上 一 条 上 蝎 线 的 法 地 雍 是 
K,7 KcosÓ, 4 
其 中 8 ERREA B 与 曲面 的 单位 法 向 量 a 的 夹 角 , 
Wie, «,—0 的 充分 必要 条 件 是 x =0, KA cos 0 —0. xor 
者 ， 该 曲线 是 一 条 直线 ， 对 于 后 者 ， 有 与 n 正 交 ， 即 曲线 的 密 
切 平面 处 处 与 n EE. 


习 题 
i. WEBER); BS 
r=(Vu +a cose, y/u! +a sinv,aln (u tyu ta )), 
求 它 的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 ， 并 求 它 在 点 (0,0) 、 
Ug dr 一 2r,+r， 的 法 地 率 . 

2. 证 明 ， 蛆 面 上 一 条 起 线 在 任意 一 点 的 东 划 素 等 于 该 曲线 
在 该 点 、 由 车 切 向 量 决定 的 法 截面 上 的 投影 曲线 在 该 点 的 相对 曲 
率 . 

3. 求 下 列 曲 面 上 的 渐 近 曲线 : 

(D ER helm: r—(ucosv,usinv,br). 
9 一 utv u-—t uv 
(2) awam: r= (272. 7-7). | 

4. Wt C 是 曲面 上 一 条 非 直 线 的 浙 近 曲 线 ， 其 贿 数 方程 为 

u=u(s), v=rv(s), Wp s IARSMA. WEH: C 的 挠 率 等 于 
i IC) -od (ùY 

多 = == E F G 

vy EG- F | M N 

5. i n EE *& X, mij æ, =(rcosi,rsini, signat" DRE 
圆柱 面 +y =r E, Wok a, Æ :=0 Abg dA M B. UR 
WE. (4 4222 时 ， 曲 线 e, 在 f=0 处 的 曲率 中 心 在 一 个 圆周 
上 。 写 出 这 个 阐 周 的 方程 。 
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$3 Gauss WE Weingarten 映射 


在 本 节 我 们 首先 介绍 Gauss 有 映射， 然后 把 Gauss 映射 移 切 
瑞 射 与 曙 面 的 第 二 基本 形式 联系 起 来 ， 进 而 解决 法 曲率 作为 切 方 
向 驮 数 的 极 值 问题 ， 
设 \S4r=r(u;z) AENA, E 在 每 一 点 处 有 一 个 确 
定 的 单位 法 向 量 n(z2). 将 向量 nlu,t) 作 平 行 移动 ， 使 得 它 的 
起点 在 坐标 原点 O 上 ， 出 它 的 终点 使 洲 在 E 中 的 单位 球面 卫 
上 ， 于 是 得 到 从 5 到 的 一 个 可 微 上 映射 g.5—2, (ES | 
£gG(u,v)) =a u,v). (1) 
这 个 映射 称 为 Gaass 映射 ， 很 明显 ， 当 曲面 $ 弯曲 得 很 厉害 
上 时， 它 的 法 向量 nlu) 的 痰 化 就 较 大 ， 因 而 曲面 的 Gauss IE 
象 的 面积 就 比较 大 〈 见 图 22) ， 国 此 ， 曲 面 的 Gauss Pt S 的 面 
如 的 大 小 反映 了 曲面 的 弯曲 程度 ， 这 修 是 Gauss 观察 h 而 形状 
的 出 发 点 ， 在 下 一 节 我 们 还 要 回来 讨论 这 个 问题 ， 
在 第 三 澡 我 们 已 经 提 到 过 ， 两 个 曲面 乙 间 的 可 徽 映 射 在 对 应 
点 的 切 空 间 之 间 诱 导出 一 个 线性 映 针 ， 称 为 该 映射 的 切 映 射 。 现 
在 ，Gauss Ikt g 把 曲面 S 映 到 单位 球面 ZZ， 因此 ， 它 诱导 
的 切 映射 g. 把 5 dE x P 的 切 空 间 TS £x TE HORA EU) 空间 
TX. | 
. Mii S 上 的 方程 是 u-—uQ) v=), TE 它 在 Gauss 
映射 g 下 的 象 是 : 
gi QuQ) ,200)) — nQu Q0 , 2 (0). 
根据 定义 ， 
dr V. dn(CuCt) ,v(D) 
Pid d 


du dv 
=n, 一 一 十 


dd 
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特别 是 ， cr NE 
g, Cr.) —n,, ; 
Urea. o 
由 于 OX 的 向 径 n 本 身 出 是 X 的 法 向 量 ， 所 以 S 在 了 点 的 
WERS Z Æ gP) 的 切 平面 是 平行 的 ， 我 们 把 TS 和 Tox 
等 同 起 来 ， 把 nsa. AE S 在 点 P 的 切 向 量 ， 于 是 可 以 定义 
线性 映射 下 :TS 一 7rS 如 下 ， 
W--gji T,SOT,S, (3) 
Suns 到 为 曲面 S 在 点 P 的 Weingarten 映射 。 
定理 1 曲面 的 第 二 基本 形式 可 以 表示 成 
JL —F (dr)-dr. 
证 明 d (2 ATTA 
W (dr) 2W(r,du- r,dv) 
= -g.Cr)du - ge Cr,)dv 
一 一 (md 十 mdoy z-dn, 
所 以 
T= -dn -dr =F (dr). dr. 
定理 2 Weingarten 映射 F 是 切 空间 T,S 到 自身 的 自 共 
Hki HIDME-CPGEXR (us) 的 任意 两 个 切 方向 dr, ôr 成 立 
V (dr)-ór— dr-W (ôr). 
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证 明 设 dr=r du+r,dv, ôr=r u+ r ôv, Bt 
W (dr) = — (n,du + n,dv), 
W (ôr) = ~ (nu + nv). 
这 样 
W (dr):5r — — (n,du- n,dv)- Cr ôu 4 r,Óv) 
—Liuóu-- M(duóv + dvóu) + Ndvóv 
x: — (r,.du +r, dv). (n ôu + nÓv) 
zz dr- W (ôr). 
BAERE dr 及 实数 4， 使 得 
W (dr) — Adr, (4) 
则 称 4 是 线性 变换 天 的 一 个 实 特征 值 ， 而 “dr 称 为 对 应 于 特征 
JE A 的 实 特征 向 量 ， 这 时 ， 
W(dr)-dr— /dr':dr, 
所 以 由 定理 1 可知， 曲面 沿 特 征 向 量 dr 的 法 曲率 是 


Ms 一 


JXULH], Ani A Jb Weingarten 映射 W^ 的 一 个 实 特征 值 ， 则 它 
正好 是 曲面 在 该 点 沿 对 应 的 特征 方向 的 法 曲率 . 

Ade, W.T,SoT,S E HJHH. 根据 线性 代数 理论 ， 映 
Hr 有 两 个 实 的 特征 值 (可 能 是 重 根 ) ， 并 且 对 应 的 有 两 个 实 
的 特征 方向 .特别 是 ， 当 商 个 特征 值 不 相 等 时 ， 相 应 的 两 个 特 
征 方向 是 完全 确定 的 ， 而 且 它 们 必 徙 此 正 交 .如 果 这 两 个 特征 值 
相等 ， 则 待 征 方 向 不 竟 定 ， 也 就 是 曲面 在 该 点 的 任意 一 个 切 方向 
都 是 对 应 的 特征 方向 。 但是， 无 论 古 哪 种 情形 ， 在 曲面 上 的 每 一 
点 总 是 存在 两 个 彼此 正 交 的 特征 方向 . 

定义 1 在 里面 S 上 任意 一 点 P, Weingarten 上 映射 的 特 
征 方向 称 为 曲面 在 点 P 的 主 方 向 ， 曲 面 沿 主 方向 的 法 曲率 〈 即 
对 应 的 Weingarten 映射 的 特征 值 ) 称 为 曲面 在 读 点 的 主 曲率 . 

根据 前 面 的 讨论 可 以 知道 ， 曲 面 在 每 一 点 都 有 两 个 主 曲率 ! 
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当 两 个 主 曲 率 不 相等 时 ， 曲 面 在 该 点 有 两 个 确定 的 主 方向 ， 并 生 
这 两 个 主 方向 彼此 垂直 如果 两 个 主 曲率 相等 ， 则 主 方向 不 定 . 
无 论 如 何 ， 我 们 在 T,S 中 总 是 可 以 取 单 位 正 交 基 (esed, 888 
ee Ehm S 在 点 P 的 主 方向 。 设 对 应 的 X 曲率 是 Koro 
因此 

到 (e) 一 kie， W(e2-xe. 
We ETS 中 的 任意 一 个 单位 切 和 商量， 它 可 以 用 示 成 

e= cosÜDe, + sinBe,, 
RI 
W (e) — &,cos8e, ^- x; sin8e,. 

BILE) e 的 法 曲率 是 


x,(0) - P (e. 


= (x cos ĝe. -- k,sinÜe.) *(cosBe, + sinde,) 
-—K,cos'U + rsin. 
这 就 证 明了 下 面 的 
定理 5 (Euler 公 式 ) i jene) 是 曲面 S 在 点 了 的 两 
个 彼此 正 交 的 主 方向 单位 和 后， 对 应 的 主 明 率 是 ko WER 
P 沿 任意 一 个 单位 切 向 量 e cos 9e' 十 sinbe， 的 法 曲率 是 
K,(8) =x cos? + k,sin'Q. (5) 
从 Euler 公式 不 难看 出 ， 主 方向 正 是 法 曲率 取 极 值 的 方向 ， 
而 主 曲 率 恰好 是 法 曲率 揭 极 值 . 实际 上 ， 我 们 有 : 
推论 如果 xxks， 则 曲面 在 该 点 沿 任意 一 个 切 方 向 的 法 
曲率 满足 不 等 式 
KK, C0) 2. (6) 
证 明 内 Euler 公式 得 到 
x, (8) — x, cos? + x,sin*0 
— (X, — &)cos*0 + x, 


=x,- (Hh, — i) sin'0, 
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由 于 K-D, RE ODS BL x, COS. 

$i Nb ns 了 时， OOS KE E EKARA 
定 的 情形 。 PONRMUCUDHOOMAL PAZ MARES EFER 
SEERE MEM Aio init 
为 零 ， 则 称 该 脐 点 为 平 点 ， 车 它们 的 比 不 是 零 ， 则 称 该 脐 点 为 图 
点 ， 因 瑟 ，$ 1 的 定理 1 和 定理 2 的 意思 是 :曲面 S 是 平面 ， 当 
且 仅 当 S ERRARE hi S 是 球 面 ， 当 捍 仅 当 S 上 的 
ABUS. 

定义 2 WE C 是 曲面 S 上 的 一 条 曲线 ， 如 果 C 在 每 一 点 
的 切 向 量 帮 是 曲面 在 该 点 的 主 方向 ， 则 称 C 是 曲面 S 上 的 一 条 
E 

从 定义 可 知 井 率 线 是 曲面 5 上 主 方向 场 的 积分 曲线 。 设 曲 
面 S:r= r(u,o) 上 一 条 曲线 的 方程 是 

. uczu(t), v-—cv(D), 

根据 定义 ，C Rl ERROR PE 


然而 
“dr VN án(uCt) ,v(t)) 
d dt ) M di , 


所 以 我 们 有 下 而 到 定理 ， 
”定理 4 (Rodriques 定理 ) Mhi 5;z=r(w,v) 上 一 条 曲 
£k C:u-—u(QD), voc0) 是 蔓 率 线 的 充分 必要 各 件 是 曲面 5 i 
Jh£& C 的 法 问 量 为 naa) ,2Q)) 滞 曲线 C AARE C 的 
一 个 切 向 量 场 ， 即 

dnu) cQ). j- ! drCu&t 2» CODEN (7) 


ui 


作为 定理 4 的 推论 ， 我 们 有 
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定理 5 ”曲面 S 上 的 一 条 曲线 C 是 曲率 线 的 充分 必要 条 件 
是 曲面 S 沿 该 曲线 C 的 法 线 构 成 一 个 可 展 曲 面 . 

证 明 设 曲 面 S 的 方程 是 r=r(u,v)， 曲 线 C 的 方程 是 
u=uÇs), v=v(s), $ s 是 弧 长 参数 . 设 曲 面 S rdi C 的 
单位 法 向 量 是 n(s) 二 nCu《s) ,v4s))，、 因 此 曲面 5 讼 曲线 C 的 
法 线 所 构成 的 直 纹 面 方 程 是 

XCs,t)=r(s) + tn(s), (99) 
其 中 or(-9r(QG),760). 根据 第 三 章 36 的 定理 1， 直 纹 面 
XCs,0). 是 可 展 曲 面 的 充分 必要 条 件 是 

GOFIO ONEIN (9) 
由 于 £(5):a(5)—0, A(5):n(5)—0, FALA nCs)//FCs) x àC). 7 
Ift 
G G),nG),nG)) =- GG) Xi(s)) :nls) 
—duiRG)XxnaG)|, 

因此 ， 和 条件 (9》 PMT G) x A(5)70, 或 nG)ZP(D, 也 就 是 
曲线 C 是 曲面 5 上 的 一 条 曲率 线 . | 

根据 定理 5 ， 旋 转 面 上 的 经 线 和 纬 线 都 是 曲率 线 。 因 为 旋转 
面 沿 经 线 的 法 线 构成 一 个 经 过 旋转 轴 的 平面 ， 沿 纬 线 的 法 线 都 经 
过 一 个 定点 ， 故 它们 构成 一 个 锥 面 . 无 论 是 哪 种 情形 ， 法 线 面 都 
是 可 展 曲面 ， 克 经 线 和 纬 线 都 是 曲率 线 ， 
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1. 证 明 ， 在 曲面 上 任意 一 点 ， 任 意 两 个 彼此 正 交 的 切 方 向 
上 的 法 曲率 之 和 是 一 个 常数 
2. 设 曲面 3, S HZA C 的 曲率 是 x&， 曲 线 C 在 曲面 
S, 上 的 法 曲率 是 ws?G=1,2). 假定 S, 和 S, 在 交 点 的 法 线 之 
闻 的 夹 角 是 6 。 证明 ， 
K ' sin!8 = (x)! + (17)! — 22x C? cosQ. 


3. WES]. ETRS E ERRER, OC Jc i 
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” 直 母 线 的 正 交 轨 线 是 另 一 族 曲 率 线 . 


4. 设 曲 面 上 的 一 条 曲率 线 不 是 渐 近 曲线 ， 并 且 它 的 密 转 平 
面 与 曲面 的 切 平面 交 成 定 角 ， 证 明 该 曲线 必 是 平面 曲线 . 

5. 假定 而 个 去 情 贡 面相 交 成 一 条 曲线 ， 并 且 这 条 曲线 与 两 
个 可 展 曲 面 的 下 母线 分 别 正 交 . 征明， 这 两 个 曲面 在 各 交点 交 成 
Efi 

6. 证 明 ， 座 出面 上 任意 一 点 P 的 某 个 邻 域内 都 能 取 正 交 
参数 系 (u,v) ， 使 得 参数 曲 线 在 该 点 的 切 方向 是 个 此 正 交 的 主 
方向 . 

7. 设 在 出 面 上 一 个 固定 点 与 一 个 主 方向 的 习 角 为 6 的 切 方 
向 所 对 应 的 法 则 举 记 为 和 0， 证 明 ， 


1 2% 
->f ， «,C0)d0 =H, 


Kh Hes). 
8. 在 非 脐 点 处 ， 如 果 夹 角 为 9, 的 任意 两 个 切 方向 的 法 曲 
率 之 和 为 常数 ， 则 该 夹 角 9 必 为 二 


$4. 主 方向 和 主 曲率 的 计算 


在 上 一 节 ， 我 们 给 出 了 关于 法 曲率 的 Euler 公式 ， 从 而 解 
决 了 法 曲率 的 极 大 值 、 极 小 值 问题 .在 这 一 节 ， 我 们 要 给 出 具体 
的 计算 主 方向 和 主 曲 率 的 方法 ， 

设 曲面 8 的 方程 是 r=rCu,v)， 假 定 ôr=r,ðu tr, ðv 是 曲 
面 的 一 个 主 方向 ， 即 ，(6u,6v) 去 0， 且 有 实数 4 使 得 

Wr) = Aór. (1) 
将 0) 式 展开 就 是 
~ (n, ĝu +n,ôv) — A(r,Óu + r,óv). (2). 
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将 上 式 分 别 与 TY, T, 作 内 积 ， 得 到 
Lõu + Móv — A(Eóu + FÓv), 
Màu + Nór — A(Fóu + Góv), 
所 以 (9u,óv) 应 该 满足 线性 方程 组 
» — AE)6u + CM - AF)óvr—0, 


(M - AF)óu 4 (N - 4G)0 0. 


(3) 


换言之 ， 实 数 人 应 该 使 上 述 方 程 组 有 非 零 解 《54,69) .根据 线 注 
方程 组 的 理论 ， 方 程 组 《3) 的 系数 行列 式 必须 为 零 ， 如 和 要 注 
足 二 次 方程 ^S 
L- E M-AF 
| AM- AF N-À6, 
将 CO 式 展开 ， 答 到 一 一 


AEG ~ F°) - ACLG - 2MF - NE) 4 CLN - M:)=0, 


|o. — L-Mo ^w 


或 者 

LG-2MF-NE . LN-M' 
TEGIP ^7 EGF 
根据 上 一 节 的 讨论 ， 二 次 方程 (5)〉 必 有 两 个 实 根 x05. 这 个 事 
实 也 能 通过 方程 《5》 的 判别 式 来 检验 .由 二 次 方程 的 根 与 系数 
的 关系 可 知 


A 一 一 = 0. (5) 


LC- MF NE 


Ki tk = EG- pF 7 (6) 
išo 
KKT EG Fi 


我 们 把 H= 3 +a) 称 关 磺 而 的 平均 曲 率 ， 把 K= 称 为 


曲面 的 Gaass 曲率 (VOR) .从 〈6) 式 可 知 ， 曲 面 移 平均 
曲率 五 和 Gauss 曲率 K 用 曲面 的 第 一 类 、 第 二 类 基本 量 的 计 
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| g~ Le-2MF+NE 
/ MU () 
| k= LN M 
Lf EG- Fw 
RP pi TRS Lp) 
的 根 ， 即 
=H-VE-R, w=H-vVE-K. (9) 


直接 验证 可 知 ， 方 程 (4) 〈《 即 方程 《5)) 5i gu 的 保持 定 
向 的 参数 变换 是 无 关 的 ， 因 而 平均 曲率 H 和 Gauss 曲率 KH 
REA (0) 是 与 保持 定向 的 参数 变换 是 无 关 的 . 

定理 1 HAWER n,e (假定 wi) 是 定义 在 曲 
面 上 的 连续 函数 ， 并 且 在 每 一 个 非 脐 点 的 一 个 SD ERAI, dedu 
Kist: 是 连续 可 微 国 数 ， 

证 明 ”由 于 假定 曲面 的 参数 方程 至 少 是 三 次 连续 可 微 的 ， 所 
以 H,K 都 是 连续 可 微 函 数 。 (O) RAH, Kor 都 是 连续 国 
B. dE MIA nro M PK, Ax vH- KEER 
TARR, Ding orn AEXESEUUDURS. 


阵 等 于 零 ， 任 何 非 零 数 组 (64u,6v) 都 是 (3) 的 解 ， 这 再 次 说 明 
在 脐 点 主 方向 是 不 定 的 在 非 及 点 ， 用 A^ 或 x; 代入 方程 
组 (3) 了 时， 相应 的 系数 下 阵 的 秩 为 1。 所 以 与 4= 对 应 的 主 
方向 是 


(10) 


与 4= 对 应 的 主 方向 是 
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óu M-xF _  N-xG (11) 


ôv "^L-wE M-n f’ 
方程 组 (3) 还 能 改写 成 


| a2 
` 12 
(Móu + Nóv) - A(Fóu + Góv) =0, 
Rp 
= Lôu + Móv _ Móu t Nóv 
Eóu + Fóo Fóu4-Góo ' 
后 者 说 明 ， 主 方向 (0u,Óv) 满足 方程 
Lóu--Móv Eðu+ Fóv 
= 0， | ' (13) 
Môu+ Nós  Fóu--Góo 
展开 后 重新 整理 便 得 到 
(6v)! -np (Ou)! 
E F G = 0, (14) 
L M N 


很 明显 ， 在 曲面 上 一 个 国定 点 〈14) 是 求 主 方 向 的 方程， 如 果 
& (14) 中 把 (uv) FERA MERE 是 曲面 上 的 曲率 线 的 
微分 方程 . | 

定理 2 ”在 曲面 S，r 一 "(x;p) 上 的 任意 一 个 固定 点 (ua,9)， 
参数 由 线 的 方向 是 彼此 正 交 的 主 方向 的 充分 必要 条 件 直 在 该 点 有 


F=M=0. 此 时 ， 在 该 点 -曲线 方向 的 主 曲 率 是 ,一生 ，?- 曲 
RADARER En =., 
证 明 在 方程 (14) 中 ， 若 (Oud) 1,0) 是 主 方向 ， 则 


L=M, 着 (0u50e(0,) 是 主 方向 则 六 = n. 5- 
TR 


在 假定 在 该 点 ，7,,r,， 是 彼此 正 交 的 主 方向 ， 园 此 F=0, M=0. 
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反 过 来 ， 如 果 假 定 在 点 (u,v) 有 F=M=0, NW rre +E 
G) ARA 
(EN - GL)ðuðt = 0, 
aic (ôu, ôv) - (1,0), (ôu, ôr) — (0,1). 都 是 主 方向 . 
推论 1 在 曲面 S b, AXXd EGET uh 5A 线 网 的 充 
分 必要 条 件 是 FuzMzaO. 
推论 2 ”车 在 曲面 5 上 取 正 交 的 曲率 线 网 作为 参数 曲线 网 ， 
由 曲面 的 两 个 基本 形式 分 别 是 
I=Edu:+Gdv’, 
I=x,Edu:+xrGdv’, 
其 中 xxz 是 曲面 的 主 曲 率 ， 
上 面 两 个 推论 是 从 定理 2 直接 得 到 的 ， 它 们 表明 在 曲面 上 取 
正 交 曲率 线 网 作为 参数 曲线 网 可 以 使 两 个 基本 形式 写成 十 分 简单 
的 表达 式 ， 问 题 在 了 于 这 样 的 参数 曲线 网 是 否 存在 ? 我 们 知道 ， 曲 
面 上 非 脐 点 的 集合 是 一 个 江 集 .若非 脐 点 集 是 非 空 的 ， 则 定理 1 
说 主 曲率 函数 vo n 是 这 个 非 空 开 集 上 的 连续 可 微 函 数 ， 在 每 
一 后 有 完 爹 确定 的 两 个 彼此 正 交 的 主 方向 ， 因 此 ， 在 非 脐 点 集 上 
存在 两 个 连续 可 微 的 、 处 处 彼此 正 交 的 主 方向 场 ， 根 据 第 三 章 的 
$ 4 定理 1， 在 每 一 个 韭 脐 点 的 邻 域内 存在 参数 曲线 殉 (usur) ， 
使 得 参数 曲线 是 彼此 正 交 的 曲率 线 ， 如 果 在 曲面 上 ， 脐 点 集 是 一 
个 开 集 ， 则 这 一 片 曲 面 或 者 是 平面 ， 或 者 是 球面 ， 它 上 面 的 任意 
的 正 交 参数 曲线 网 都 是 曲率 线 网 ， 在 孤立 脐 点 揭 邻 域内 ， 情 形 是 
十 分 复杂 的 ， 不 能 保证 有 正 交 曲 率 线 网 的 存在 性 ， 但 是 ， 无 论 好 
何 ， 在 曲面 上 任 意 一 点 的 一 个 邻 域内 都 可 以 取 参 数 曲 线 网 . (甚至 
是 正 交 参数 曲线 网 》 使 得 在 读 点 参数 曲线 的 方向 是 彼此 正 交 的 主 
方向 (上 一 节 的 习题 6) . 
最 后 我 们 来 导出 Weingarten 映射 的 矩阵 、 设 曲面 的 方程 是 
r—r(u,v) ,根据 定义 ， 
W(r)--n, Wa S-n. 


(16) 
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因为 n, n, 都 是 曲面 的 切 向 量 ， 不 妨 设 f, 


( H Gi; Qi Y T, ) V h 16) 
TA, dr Qs T, 
因此 | | 
Th, C ) 8, 0, ( P, 
ACTU 一 一 ;3T,5 
( 一 用。 ) " (7 LIT] ) z erat? 
Hp 
L M Qi, Gy G F 
(a M 23. ”| F ;) 
所 以 一 
EE) 
ün Qz V M N/SNFCG E 
1 [L M /CG -FAN 
-or wo) — 0 
t M N -F E 
4 ( LG-MF -LF+ME ) 
| EC- PA MG-NF -MF&NE 了 
也 就 是 


" f, | 1 "MM M (站 (18) 
二 -A . 18 
r, ] EC-F ÁAMG-NF -MF-NE) Vr. 


RETRE ER THERRET PLU PIA ORE BRE 

量 ， 它 们 与 基底 的 选取 无 关 ， 在 这 里 我 们 看 到 ， 了 映射 及 在 自然 

基底 fr,,r,} 下 的 矩阵 的 迹 和 行列 式 正 是 2H$n K, Bn 
LG-2MF4 NE 


2H=a,,1+ az;= EG F " W= 
LN ~ M? 
K=a,,a ~ un gp. 
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以 后 我 们 要 引进 一 套 带 指标 的 张 量 记号 CAECGECS LAE) , MEE 
(a) 的 表达 式 AD 就 比较 容易 记忆 了 . 
从 《16) , (17) 两 式 得 到 
n, X n, dei(a,) Cr, x r.) 
=K(r, Xr,). 

因此 

[n,x n,| =!K]| Ir, xrl. (19) 
注意 到 do,= |n, x n.ldude 恰好 是 曲面 1 由 参数 曲线 usur du, 
vv 十 dv 所 图 的 一 小 块 在 Gauss 映射 下 的 象 的 面积 ， 因 此 

do,—|Kl|-ir, xr,|dudv— |Kl'do. 

所 以 


do, i 
-io 7 IKI. (20) 


在 曲线 论 中 关于 曲线 的 曲率 有 类 似 的 解释 (参看 第 二 章 3 3 第 
(5) 式 ) ,如果 D 是 曲面 上 围绕 点 ?的 一 个 小 邻 域 ， 则 gCD) 
的 面积 是 

AKgCQ») =| do, = 人 Kidac， 


由 积分 中 值 定 理 得 到 
A GC) = |K C1 -fdo 


=| K(P) |- AD), 
所 以 (200 式 的 确切 意义 就 是 
= m LEDD 
| K(P)| = di» ACD) ^7 (21) 


上 式 说 明了 Gauss 曲率 的 几何 意义 ， 所 以 用 Gauss. 映射 来 描写 
曲面 的 弯曲 程度 的 正 是 它 的 Gauss Wh. YET—3£, Xt 418bd 
证 明 Gauss 遇 率 是 由 曲面 的 第 一 基本 形式 决 定 的 ， 这 是 一 个 极 
其 深刻 的 结果 ， EM 
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顺便 我 们 提 一 下 曲面 的 第 三 基本 形式 . 命 
e—n,n,, f—n,n,, BER no (22) 
那么 
Ill —dn:dn—edu! -- 2f dudo + gds' (23) 
Aul E 与 参数 表示 无 关 的 二 次 微分 式 ， 称 为 负面 的 第 三 革 
本 形式 .实际 上， 如 果 用 I 表示 单位 球面 了 上 的 第 一 基本 形 
式 ， 则 焉 恰好 是 将 I， 通 过 Gauss 上 映射 g 拉 回 到 曲面 上 的 形 
X, Bp 
H-g*I1,. 
但 是 ， 从 下 得 不 到 曲面 上 更 多 的 不 变量 ， 因 为 下 和 工 ， 工 有 密切 
的 关系 ， 我 们 有 下 面 的 定理 : 
定理 5 ”曲面 上 的 三 个 基本 形式 满足 关系 式 
WB -2HI-c-KI-0. (24) 
证 明 AHI E, EH,K 都 是 和 曲面 上 保持 定向 的 参数 变 
换 无 关 的 (实际 上 ， DHQK.TQH-N ZEHBIEISCAE m IBID A3), 
因此 我 们 只 要 在 每 一 点 取 一 个 特殊 的 参数 系 来 验证 即 可 ， 设 P 是 
曲面 上 任意 一 点 ， 取 点 P 附近 的 正 交 参数 系 (u0), E u-i 
线 方向 和 "曲线 方向 在 P 点 是 彼此 正 交 的 主 方向 ， 于 是 在 点 P 
4 F=M=0, Wit 8) 得 到 


-n,= a T, = Kifa TA, = B r, EK, 
e=, XE, f=0, g= Q6, | 
于 是 在 了 点 有 
IzEdvw -rGdv!, 
E=x Edu’ t &,Gdc!, | 
M= (Gc) Edu’ + (r: Y Gdr’. 
因此 


2HT - KI=(G, +K) (x, Edw 4 x,Gdv!) - «xy (Edu? 4- Gd?) 
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= (x) Edu’ + (4,)'Gàv' =M. 
证 毕 。 


习 BH 
1. RM r=(ucosv,usinv,u +o) 的 Gauss 曲率 和 平均 


曲率 ， 
2. 设 曲面 S 在 一 点 的 酚 两 天 角 为 经- 的 m 个 切 向 量 所 
对 应 的 法 曲率 为 P, s, XT ER, 04 m2 时 有 


一 1 (01) L us (m) 
H "T (SÜD rer Sm. 


8. RN hH r—(aQua 0),b(u—0),2ue) 的 Gauss iH 
R, PHAR H, EHR n, x. 及 对 应 的 主 方 向 
4. 设 在 曲线 r=rG) 的 所 有 法 线 上 截取 长 度 为 4 的 一 自 ， 
它 的 端点 的 轨迹 构成 一 个 管状 面 ， 其 方程 可 以 表 为 
r(s,0) xxr(s) + A(cos0BC) + sin dy (555, 
其 中 B, yv 分 别 是 曲线 rC) Hg E PATRE ACER E E. 求 读 曲面 
上 各 点 的 主 曲率 wis. 及 Gauss. 坦率 利平 均 间 率 ， 
' B. 在 曲面 raru o) 上 每 一 点 沿 法 线 方向 蕉 取 长 度 为 4 
的 一 段 〈 假 定 和 适当 小 ) ， 其 端点 的 匀 流 钩 成 曲面 
r* (u,v) -r(u,v) + An(u,v). 
从 点 r(u,v) 到 点 r'Qu,v) 的 对 应 记 作 o. 
G) WR: 两 个 曲面 在 对 应 点 的 罗平 面孔 相 平行 。 
(2) 证 明 ，c 把 曲面 r(u.v) 上 的 曲率 线 映 为 曲面 ru, 
v) 上 的 曲率 线 , 
(3) 在 对 应 点 的 Gauss 曲率 和 平均 曲率 有 下 列 关 
rv 
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K 
K 1-2A4H - ÀK ? 


t H-AK. 
H ^ 1-2AH-XK ^ 


6. WEH, CO / 了 o) C; Y 
» N FC 


1 (MTM en) 


-nor xn) nr xn) 


/L M E F L M 
e (Gs) Gu) 
M ON) NF OG M N 


$5 Dupin 标 形 和 曲面 在 一 点 的 标准 展开 


在 这 一 节 我 们 要 对 曲面 在 一 点 附 近 的 形状 作 一 个 大 臻 的 分 
Jr. JE Euler 公式 的 直观 解释 着 手 ， 

VS. r=r(w,z) 企 点 也 有 两 个 彼此 正 交 的 主 方向 单位 
[E ee, dicit ote SOR xs。 对 于 在 点 已 的 任意 一 
PEN 


e cose, + sinÜe,, (1) 
曲面 的 靶 曲 率 是 《参看 83 定 理 3 ) 
x, (0) — cosh + xsin? ð. (2) 


HA, (Piene) 构成 曲面 S 在 点 P 的 切 平面 x 上 的 直角 
坐标 系 ， 在 方向 e b, RE x,《9) 取 0， 则 在 该 方向 的 射线 上 可 
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以 取 一 点 Q, 使 得 


1 
P= TT e 


在 上 还 坐标 系 下 ， 点 OO pE 


1 
xo eos 0， 


MPO 
Cv w 
| y TUS sin 8 * 


根据 Euler 公式 (2) ， 点 Q 的 坐标 x.y 所 满足 的 方程 是 
UE truy sigas (0). © 
xc—4& cdd, 4 K—x00 时， 和 (的 5 os m AF, 
所 以 方程 CO R 
I, ix! 8 dieu v? md, (6) 
这 是 一 个 椭圆 〈 见 图 23 (a)》， 当 KKO 时 ， 方 程 (5) 成 
为 


hale- x] yt kd, (7) 
XR EREMO GURS (0), BUSES EDUCS h 
Cli x, 00 0 的 方向 ) ek ce x PSU Lo AR CK 实 这 
就 是 “ 潮 近 方向 ”的 名 称 竟 HOO. K=, AE unn 
REAR, KWR A0 NSR (5) 成 为 
Mely 1, 


spl 
ISET (8) 


这 是 一 对 平行 的 直线 ， 而 e， 的 方向 为 渐 近 方向 《 见 图 23 Ce). 
Maso 时 ， 方 各 O 的 图 交 不 存在 . 

我 们 把 DH pA da Pienet F 方程 (5) 的 
BEANE P jo Dupin GU) EAREN PA 


p 
" |o 
Mene ee AT 
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沿 和 个 切 方向 的 法 曲率 的 一 种 直观 表示 . 根据 Gauss 曲率 Kits 
符号 的 不 同 ，Dupin 标 形 表现 为 不 同类 型 的 二 次 曲线 ， 因 此 ， 我 
们 把 曲面 上 使 入 > 0 的 点 称 为 粮 较 点 ， K< 0 的 点 称 为 双 有 曲 点 ， 
把 天 = 0 的 点 称 为 抛物 点 。 椭 图 点 包括 问 点 在 内 ， 而 在 抛物 点 中 
包括 了 平 点 ， | | 
现在 我 们 来 观察 曲面 在 一 点 附近 的 形状 . Wird dd S 在 点 P 
有 两 个 彼此 正 交 的 主 方向 单位 向 量 ee， 并且 n=e, xe,. 如 83 
习题 6 所 述 ， 在 点 P 的 一 个 邻 域 内 可 以 取 正 交 参 AR (u,v), 
使 得 rs| 二 eliyr,| > 一 el, 于 是 在 点 P 有 
E-G-1, F=M=0, 
zl, x;—M. 
APR APRES 2 一 0:2 一 0. 根 据 Taylor RA, 我 们 有 


112 


(9) 


t 


r(u,v) = z(0) + Cr, COOu +r, (002) 十 3G. Ou 


t 2r, (0)uv t r,,(0) 9) t oQu! t v). (0) 
但 是 
r,(0)-nzsLu, 
r,,(0) :n= M —0, (1) 
Ta (On =N =K, 
FÆ (0) 式 成 为 


r(u,v) -r(0) -- tol u! -6)) ei; (oou! - v0) e, 
E Cxu + xv’ tolu --v*))n. (12) 
如 果 把 [Piesenn) 取 作 空间 E 的 直角 坐标 系 ， 那 么 曲面 3 
的 方程 成 为 
xzu-co(u tv), 
yztto(yui*v ), 
E (xu) trv) tolu + v?), 
或 者 
x =} Cex try) tolt y’). (13) 
上 式 称 为 曲面 5 在 点 P 的 标准 展开 ， 特 别 是 ， 当 ro n 不 全 
为 零 时 ， 《13》 式 的 主要 部 分 是 | 
r =} (nx? + wy! ), (14) 
这 是 一 个 二 次 曲面 ， 称 为 曲面 S 在 点 P Buxrfüdhm 0755". 
容易 验证 :曲面 S* 在 点 P V ese 为 主 方向 ， P K, fs AE 
曲率 ， 因 而 S 与 S* 在 点 P 相 切 ， 并 且 沿 每 一 个 切 方 向 的 法 


曲率 都 相同 ， 由 此 可 见 ， 近 似 曲 面 S” 可 以 看 作曲 面 S 在 点 P 
的 模型 ，. 
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Qo) 


图 24 


# P ERRA, Kow30. WU O12) 给 出 的 是 构 园 抛物 
i (XLEH24 Ca), hE S 在 点 了 的 一 个 邻 域 落 在 切 平面 的 
一 侧 ， 即 S 在 点 P Eh. 

X P ER, K-xuwc0,.94 014) 给 出 的 是 双 曲 抛物 
面 〈 见 图 24 CDD , Hir S 在 点 P 的 任 意 一 个 邻 域 都 落 在 切 平 
面 的 两 侧 ， 而 县 与 切 平面 相交 成 在 点 交叉 的 两 条 直线 . 

E P 是 非 平 点 的 手 物 点 ， 则 (14) sni deg Hg CH 
E24 022 . 

观察 Dupin 标 形 的 方程 《5) 和 近似 曲面 5” 的 方程 (10 
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不 难 发 现 ， 若 用 平面 := 土方 去 截 近 似 曲 面 S*， 则 得 曲线 
UA 
z= £i 

将 它 投影 到 S 在 点 P 的 切 平面 = 上 ， 所 得 的 正 是 点 P 的 Dupin 
21 

前 面 的 讨论 可 以 归纳 成 下 表 ， 

Gauss 曲率 Dupin 标 形 
K 0 "m —m 


K «0 JE SONGS £8 


K =ọ 


Pil 设 环 面 的 方程 是 
r 一 ((e 十 rcosu)eosb (a4 rcosu)sinv,rsinu), 
其 中 r,a AU, H 0<r<<e. 考 察 环 谓 上 各 种 类 型 点 的 分 布 。 
解 直接 计算 得 到 
E-r, F-0, G-(acrcosu)!, 
Lr, M-—0, N -—cosu(a4rcosu), 


K«LN-M' . , cosu 
EG-F r(ad rcosu) ° 


由 此 可 见 ， 天 的 符号 由 cos 的 符号 而 定 ， 当 uc TEES, 


K =0， 这 些 点 是 抛物 点 ， 分 布 在 环 面 最 上 面 和 最 下 面 的 两 个 平 


FAE. 4E<u <TH, KLO KEREN 曲 点 ， 分 布 在 


KERAM. HLF, RËS 2x 时 ，K> 0， 这些 
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m o 

AERAR, DAERA 〈 见 图 25) . 

RAT iii EBORE SCRERDBUR AE SEERS, BN 
界 点 必 是 抛物 点 。 

例 2 除了 平 点 之 外 ， 我 们 都 有 近似 曲面 去 模拟 原 曲 面 在 该 
点 邻近 的 形状 ， 下 面 两 个 曲面 上 的 平 点 都 不 构成 开 集 : 

(D RI. zx - 3x 轩 ,原点 是 孤立 的 平 点 (图 26(a7)， 

(2) «—a'y', EARTE x 轴 和 y 轴 上 《图 26(b))， 


(a) 


m 2 
从 图 上 可 以 看 到 ， 它 们 在 平 点 的 附近 的 形状 是 千姿百态 的 ， 在 本 
课程 中 无 法 对 于 则 而 在 平 点 附近 的 形态 进行 分 类 研究 . 
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3 a 


1.。 设 旋转 曲面 的 经 线 有 水 平 切 线 ， 证 明 ， 这 些 切 点 都 是 
曲面 的 抛物 点 . 

2. 求 曲 面 r=(w',v',u+v) 上 的 抛物 点 轨迹 . 

3. ”研究 $4 的 习题 4 中 管状 曲面 上 ， 各 种 类 型 点 的 分 布 ， 

4. 设 9 征 曲面 上 在 一 个 双 曲 点 的 两 个 渐 近 方 癌 的 夹 角 ， 
证 明 ， 

(1) ug LE 


EN -2FM - GL 
vV (EN-CGLY+4(EM 一 FEY(GM - FN)’ 
其 中 E, F, 6; L, M, N 分 别 为 曲面 在 该 点 的 第 一 类 、 第 二 
类 基本 量 ， 

5. ” 求 下 列 曲面 在 原点 处 的 近似 曲面 

(1) zz exp(a* 4 y?) 一 1 

(2) z-Incosx - Incos y; 

(3) z= (2+3). |. 

6. Rih z—e 一 一 的 Gauss Hi, MHE XX 图， 
并 指出 椭圆 点 和 双 曲 点 的 区 域 ， | 

7. 证明， 如 果 曲 面 在 一 点 有 三 个 渐 近 方向 ， 它 们 两 两 不 
共 线 ， 则 该 点 必定 是 平 点 . 


(2) cos 0 =+ 


$e 某 些 特殊 曲面 
本 地 我 们 要 讨论 几 个 特殊 曲面 的 例子 ， 这 些 特殊 曲面 包括 
Gauss 曲率 是 常数 的 曲面 和 平均 曲率 为 零 的 曲面 ， 在 第 六 章 $4， 
我 们 将 会 证 明 ，Gauss 曲率 为 常数 K 的 曲面 的 第 一 基本 形式 有 完 
全 确定 的 表达 式 ， 因 而 任意 两 个 有 可 辣 的 常数 Gauss 曲率 Mi 


117 


面 必 定 是 第 此 局 部 保 兵 对 应 的 .在 本 节 我 们 首先 要 给 出 Gauss i 
府 为 常数 尺 的 具体 的 储 子 ， 这 类 最 潼 单 的 例子 可 以 从 旋转 典 面 中 
Xx. 
现在 假定 s 是 旋转 面 
r(u,v) — (ucosv,usint,f (05), (1) 
uc, Osv« 2m, 

并 且 它 有 常数 Gauss 曲率 K .直接 计算 得 到 册 面 S 的 第 一 基本 
形式 为 

I-(1r-f'(w)àu'rudv. (2) 
为 了 保证 工 的 正定 性 ， 我 们 只 讨论 Wo WER. 曲面 的 第 二 基 
本 形式 为 

f) 


IT TIF GD 3 
因此 ，S 的 Gauss 曲率 为 
-.LN-M:. FO) — (4) 


EG- F? atf TOD i 
所 以 函数 u) 这 该 去 满 是 常 微分 方程 


f'GOf'Q) = Ku. fQY. (5) 
积分 得 到 
1 =C- Ky 
其 中 C 为 常数 400 
os f TEREE a e 
如 果 K-0, ai 
fQ)- 4u * B, (8) 
其 中 d= EE, 所以， 这 时 S 为 平面 (40) RR M 


(4 天 0) . 另 一 个 K=0 的 旋转 面 是 圆柱 面 ， 它 的 方程 是 
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r(p,0) — (acos0,asin0,p), (9) 
它 设 有 包括 在 方程 OQ) zb. 


fs K L0 (a0), H 


fa) == 士 | [£029 1a, 


Ca! ~u’ 
由 此 可 见 ,，C VAROE. A C-5(00) WW EE 
| — i "a(1-b)ow 
ELS 时 ， 


JOE 


—Eyle-u ce, (11) 
"RE EUG a 的 半圆 周 ， 故 所 得 的 旋转 面 是 半径 为 a 的 
球面 .球面 是 Gauss 曲 举 为 正常 数 的 曲面 的 典型 例子 . 

荆 面 的 讨论 告诉 我 们 ， 非 球面 的 正常 曲率 的 曲面 是 在 在 的 ， 
RER b >l, RIKE, 8) (O0 式 即 可 ， 它 们 分 别 可 以 
看 成 是 将 球面 的 南 、 北 有 段 处 入 里 压 一 下 ， 或 向 外 提 一 下 的 结果 . 
在 大 范围 微分 多 何 学 中 可 以 证 明 ， 整 个 球面 必定 有 刚 硬性 ， 也 就 
是 它 要 保持 第 一 基本 形式 不 变 是 不 可 能 变形 的 将 来 我 们 会 证 
Hj, Gauss 曲率 为 常数 的 曲面 有 确定 的 第 一 基本 形式 ， 因此 整个 
球面 要 保持 Gauss 曲率 不 变 也 是 不 可 变 形 的 但是， 我 们 现在 
研究 的 旋转 面 去 控 了 wu=0 的 点 ， 即 去 掉 了 球面 上 的 南 、 北 两 
极 ， 故 这 种 变形 是 可 能 的 。 为 了 实现 去 掉 南 、 北 两 极 的 球面 作 保 
HP Gauss HR K=const 的 变形 ， 其 实 只 要 取 ”为 参数 上 的 
函数 5 一 6G4)， 使 得 5(0) 王 1， 形 么 将 BORA GO Ñ, MA 
应 的 /42 构造 的 旋转 面 汇 就 是 球面 的 保持 Gauss. 曲率 的 变形 ， 


K=- FaSo), M 
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KOREAN D as, 


由 此 可 见 必须 有 C«C1. (p C—1- b>), MERRA 
TOES alb'-—yuy! 


GT e» 
设 b'-—1, Hil 


a= 8 au. (13) 


WERB 换 um acose(0 e <E), m 


f=Ffa .Sin 


d 
cos 0 P 


= +a[lnCsecp + tgp) - sing], 0c 9. ` 


Æ YOZ 平面 上 ， 上 面 的 上 给 出 的 曲线 是 
pom 


z= +a[ln(secp + tgp) - sing], 0<? <5» 


(14) 
XE ALACRI Hh AR, E ya, z=0 处 A — AES Y 


轴 是 它 在 尖 点 的 切线 ，z WEER. Eiks x 轴 旋 转 
所 得 的 曲面 称 为 伪 球 面 《 图 27) ， 它 的 方程 是 


r(o, 6) zz (acosqcosÓ ,acosqsinO , 
土 a[ln(secp + tgp) - sing], 
o« o e 0< 0 «2x. (15) 
伪 球 面 是 有 人 负 常 数 Gauss 曲率 的 曲面 的 典型 例子 ，, 


当 0<b'<1 或 5 之 1 时 ， 将 (12) 式 积分 便 给 出 其 它 的 有 负 
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常数 Gauss 曲率 的 旋转 面 的 例子 ， 其 图 形 如 图 28 所 示 。 


o< KA 


图 28 
平均 曲率 Ho 的 曲面 称 为 极 小 曲面 ， 极 小 曲面 是 微分 几何 
研究 工作 的 一 个 大 题目 ， 尤 其 是 最 近 二 、 三 十 年 来 ， 极 小 曲面 的 
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研究 成 果 非 常 丰富 ， 对 它 提 出 了 各 种 各 样 的 问题 ， 面 且 许 多 问题 
陆续 得 到 了 完满 的 解答 .要 了 解 极 小 曲面 方面 的 成 果 的 读者 可 以 
阅读 一 本 写 得 非常 出 色 的 书 ， 
R. Osserman, A Servey of Minimal Surfaces, 2-nd ed., 
Dover, New York, 1988. 
利用 变 分 法 可 以 证 明 ， 以 则 线 C 为 边界 的 曲面 3 如 果 在 所 有 这 样 
的 曲面 中 达到 面积 的 最 小 值 ， 则 S 必定 是 极 小 曲面 ， 我 们 在 这 里 
只 满足 于 给 出 航 小 曲面 的 一 些 例子 ， 讨 论 一 些 十 分 明显 的 性 质 . 
首先 我 们 来 看 看 有 哪些 极 小 旋转 上 曲面, 设 曲面 5 的 方程 如 
(1) 式 给 出 ， 由 (2)，(3) 两 式 可 知 曲 面 $ 的 平均 邮 素 是 
1( I^ Q) F LU —) 
ALATOM 
NCMORSAOIC SE (1)) 
(0 Xvirf'a»' ' 
HERE, Ap 5 是 极 小 曲面 ， 则 函数 f(w) 必 须 满足 微分 方程 
uf" +f + Q)) —0. (6) 


积分 得 到 


1+f A) u? 
其 中 常数 C 420. S C-—0, R f u)=0, fCu)=const. Brf& 
到 的 旋转 面 是 一 个 平面 . fix Ca, a0, EU 

AORE 


taD _C 


adu 


HOL £i 二 ar = taln(u+ yu’ - at). (17) 


BID, BER iS S BUE m 
r(u,v) —(ucosv,usinv, taln(u + Vu ~ a? )), 
(18) 
这 个 方程 可 以 改写 为 
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(9,0) — (ach cost ach. sinĝ, P ) (19) 


曲线 〈17) ERER, CRA z 辆 旋转 所 产生 的 面 称 为 悬 链 
面 ， 它 恰好 就 是 旋转 曲面 中 的 极 小 曲面 〈 见 图 29)， 


图 29 


RECU Hop Cata) ,所 以 在 极 小 曲面 上 两 个 主 曲率 的 


绝对 值 相 同 、 符 号 相反 ， 因 此 Kex 一 x.)* 人 0， 即 极 小 曲 : 
面 上 没有 桥 加 点， 只 有 平 点 或 双 则 点 。 另 外 ， 根 据 Euler AA, 
极 小 曲面 在 双 曲 点 的 渐 近 方向 是 彼此 正 交 的 .这 是 因为 渐 近 方向 
与 主 曲率 x, 的 对 应 主 方向 所 成 的 角 9 满足 方程 

0 —«,cos'Ü -- k,sin'g 

z &,(cos'Ü — sin'0) —x,cos20, 
T2615 3T AE PAM UE; A ZARA, We 20—00', HE. 

平均 曲率 为 非 零 常数 的 曲面 也 是 很 有 意思 的 .球面 和 圆柱 面 

是 两 类 这 样 的 曲面 ， 近 来 关于 平均 曲率 为 常数 的 曲面 有 很 多 研 
究 ， 但 是 找 浊 非 球面 和 圆柱 面 的 具体 例子 是 比较 困难 的 ， 在 这 里 
TERET. 
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2 H 


1， 证 明 ，z=e -arctg Lp al. PRERE ilo 


2. 假定 一 个 极 小 曲面 的 方程 可 以 写成 z— fG0 十 EC7) 的 形 
JR. 证 明 ， 除了 一 个 附加 的 任意 常数 外 ， 它 必定 是 


cosa 
z= lin Lay 
a cosax 


其 中 4 是 常数 ， 此 曲面 称 为 Scherk 曲面 。 
3. EH. 

r —(3u(1-c-v) - u’, 3v +u’) -0,3 ~ v) . 
是 极 小 曲面 . 它 称 为 Ennerper 曲面 . 证 明 它 的 曲率 线 是 平面 曲 
线 ， 并 求 曲率 线 所 在 平面 ， 

4. WEB: EH r— (ucosv,usinv, bv) 是 极 小 出 面 。 并 
WEB]. 除了 平面 之 外 ， 直 纹 极 小 曲面 都 是 正 螺 面 . | 

5. 证 明 ， 如 果 Gauss 映射 是 曲面 到 单位 球面 的 保 角 对 应 ， 
则 该 曲面 或 者 是 球面 ， 或 者 是 极 小 曲面 . 

6. RARE ADE dD) HARR., hf R 可 知 ， 
伪 球 面 尽管 向 无 穷 远 处 延伸 ， 但 是 它 的 全 面积 是 有 限 的 ) 
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第 五 章 ”曲面 论 基本 定理 
$1 自然 标 架 的 运动 公式 


在 前 面 两 章 ， 我 们 定义 了 其 面 的 第 一 、 第 二 基本 形式 ， 并 且 
根据 这 两 个 基本 形式 对 册 面 在 一 点 附近 的 形状 进行 了 分 析 ， 两 个 
基本 形式 工 、 玉 与 坦 面 的 保持 定向 不 变 的 参数 变换 是 无 关 的 ， 与 
E 中 直角 坐标 变换 是 无 关 的 ， 因 而 也 与 曲面 在 E' 中 的 刚体 运 
动 也 是 无 关 的 .总 之 ， 工 各 工 是 曲面 的 两 个 不 变 式 ， 一 个 自然 的 
问题 是 : 这 两 个 基本 形式 是 否 足 以 确定 曲面 的 形状 ? 即 工 和 开 是 
和 否 构成 曲面 的 完全 不 变量 系统 ? 我 们 在 本 章 对 此 要 给 出 肯定 的 回 
答 


Fe 


在 研究 空间 曲线 时 ， 我 们 在 曲线 上 曲率 不 等 于 零 的 每 一 个 点 
附 以 一 个 确定 的 Frenet bm 架 ， 它 可 以 从 曲线 的 参数 方程 通过 求 
导 运 算 自 然 地 用 显 式 表示 出 来 ， 从 而 我 们 把 曲线 转化 成 标 架空 间 
中 的 一 个 单 参数 族 。 曲 线 论 的 基本 定理 和 存在 定理 实际 上 是 对 于 
标 架 空间 中 的 这 个 单 参数 族 来 进行 证 明 的 ， 对 于 曲面 我 们 也 作 同 
样 的 考虑 ， 差 别 在 于 我 们 所 考虑 的 是 曲面 上 的 自然 标 架 {rrr 
路， 它们 依赖 于 曲面 上 参数 的 选取 ， 而 且 不 是 单位 正 交 标 架 . 若 
要 考虑 曲面 上 内 在 确定 的 正 交 标 架 场 ,我 们 可 以 考虑 frie se， 对， 
其 中 ee: 是 曲面 的 主 方向 单位 向 量 , 但 是， 主 方 向 并 不 能 象 
Frenet 标 架 那样 从 曲面 的 方程 r=r(w,2) 出 发 直截了当 地 用 显 式 
表示 出 来 ， 而 且 即 使 我 们 取 了 正 交 曲率 线 网 作为 参数 曲线 网 ， 也 
RERE. A esr, f e, HAREE r. =e rme. 因此 ， 我 们 从 自 
然 标 架 出 发 展开 我 们 的 理论 比较 方便 ， 当 然 在 引进 外 微分 的 概念 
之 后 ， 我 们 就 能 够 利用 虞 面 上 任意 的 标 架 场 了 《这 种 标 架 场 的 先 
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择 有 想 当 大 的 任意 性 ， 与 邮 面 的 参数 不 必 有 紧密 的 联系 ) ， 特 别 
是 正 交 标 架 场 ， 这 将 是 第 七 童 的 内 容 

由 于 我 们 要 做 的 是 多 元 函数 的 微 商 ， 会 出 现 许多 和 式 ， 因 此 
把 路面 上 的 有 关 的 量 的 记号 作 适 当 的 改变 是 比较 方便 的 . 首先 ， 
我 们 把 wu 作为 曲面 的 参数 ， 这 样 帧 面 的 方程 成 为 


r—r(w ,u/). (1) 
命 " 
arlu’ 10 
T.— m 一 一 。 (2) 


在 本 书 ， 我 们 规定 指标 a,B,y,45,0 Er: 腾 字母 的 取 值 为 1 ,2, 
所 以 


mE EON G 
这 样 ， ER T ru RA RE 
dr(u',u) 一 >; ,Cu' ,u?)du* = r,du*, (4) 


reri 


在 最 后 一 式 中 我 们 采用 了 Einstein 的 和 式 约定 ， 也 就 是， 在 一 
个 单项 中 ， 如 果 同 一 个 指标 a 作为 上 指标 和 下 指标 各 出 现 一 次 ， 
则 该 式 表示 是 对 于 a —1,2 的 求 和 式 . 多 对 重复 指标 表示 多 重 的 
和 式 ， 例 如 


S.T” = Ss”, 


=1f=i 
2 
Pas = 2 Past =P -+ Pu! 


等 等 .注意 ， 求 和 指标 的 字母 本 身 并 没有 实质 意义 ， 它 可 以 用 别 
的 字母 代替 ， 例如 
S,,T*? =S, T^. 


个 注意， 在 第 三 章 85， 我 们 也 用 了 记号 myra， 但 是 在 那里 的 意义 是 指 两 个 不 同 
的 曲面 .这 里 的 rubrz 代 表 两 个 切 向 量 ; 在 本 书 以 下 部 分 我 们 总 是 采用 这 个 意义 。 
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但 站 作为 求 和 指标 的 字母 出 现 三 次 以 上 是 没有 意义 的 ， 例 如 Ps 
的 写法 是 不 适当 的 ， 如 果 要 表示 这 样 的 和 式 必 须 用 和 号 表示 成 
NBSP Pu, RREN Einstein 和 式 约定 ， 在 表示 多 重 


TUA, Einstein 和 式 约定 起 到 十 分 重要 的 简化 作用 . 
我 们 用 gas 和 bas 表示 曲面 5 的 第 一 类 基本 量 和 第 二 类 基本 
最 ， 即 


gcp 瑟 Ye T, 


bag= tag N= Te Ne= Tp" Ras (5) 
其 中 rum ALL). i WükfomPTAEXOUAUE 
I-g8,,du'du^, (6) 
I —b,,du"*du^. 
A5 id 
g—det(g,,), — bzdet(b,,). (7) 
KAERAREN, WEKRE H C), AE 
ens oo (8) 
t 0, ase v. 
实际 上 ， 
g? g’, 1 En è 7E: 
二 一 . 9 
(i e) 2 £u ) (9) 


采用 上 述 记 号 ， 曲 面 上 的 自然 标 架 就 成 为 {rirr 叶 ， 要 考 
呀 的 是 自然 标 架 场 的 运动 公式 .首先 , 标 架 原点 的 微 商 根据 定义 为 


Dr _ 
Bi Tee (10) 
m5, BEN T, ,F;,n 基线 性 无 尖 的 ， 不 妨 假 定 
Arr mT gryt Cagns 
(11) 
-2n =D" sr, + Dn, 


Qu? 
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其 中 D',,, C.» D}, D, 都 是 待定 系数 . 
Hia fü QD 的 第 一 式 两 边 作 内 积 ， 得 到 


2 . 4 
Coa Au “N= " n=b,gs (12) 


ERE Ca 恰 是 则 面 的 第 二 类 基本 量 bw 用 ri 与 AD 的 第 
二 式 两 边 作 内 积 ， 则 得 


ou C r—Ds r, ra, 
所 以 
D} gy -bpn . (13) 


Dj- -b,g". 
下 面 我 们 引进 用 第 一 类 基本 量 (g。e) 将 一 组 带 指标 的 量 的 上 指标 
或 下 指标 下 降 或 上 升 的 概念 , 命 
LM 二 batg , (14) 

把 5," 看 成 是 将 bp， Bode v IE BIP. (E) 上 升 的 结果 ， 这 个 
过 程 是 可 逆 的 ， 即 

b, rebat gi, 
故 bs, BEH b," 的 指标 借助 于 (gas) 下降 的 结果 。 C) 这 
组 量 与 (bs,) 是 彼此 决定 的 。 这 样 ， 所 求 的 系数 是 

Djz-b,. . (5) 

由 于 nm 是 单位 向 量 场 ， 故 从 GOD 式 得 到 Ds=0， 综 上 所 述 ， 
aD ARA 


. EP = “py7y 十 bpny 
r 
X ? (16) 
n 
Jur 一 一 b, T, 


现在 我 们 来 求 Tas 
在 (16) 的 第 一 式 两 边 点 乘 re， 则 得 
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jr 
Fap’ r= apye 


记 

I",,g, 7D tap (17) 
则 我 们 有 

r*,, pmg Dus ) (18) 
并 且 前 面 的 式 子 成 为 s 

Dum re | (19) 
注意 到 ram rus EDan Da RTRA, P 


是 对 称 的 ， 对 于 gap 二 ra。* rs 求 微 商 得 到 


8g. 
Di Tet Patra’ ?py 


用 a9 ARARA 


8g, 
A mD payt Dy (20) 


将 指标 调换 ， 我 们 有 
PES m Day Dua 


2 . 
= Duet ovo 


将 上 面 两 式 相 加 再 减 去 (200 R, M 


wb es Iglap 


24 E Qus Qu? 
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Tes= lees 8a. 282r). (21) 


Bb 


73 il e (2E E B “gap) 
Qu? ðu!  Qu*/* 


(22) 

HETA, T. 是 由 曲面 的 第 一 类 基本 量 及 其 一 阶 偏 导 数 决 定 
和 的。 我 们 把 (22) 式 定义 的 六 ve 称 为 Christoffel 记号 . 

Go) 和 (16) .两 式 合 起 来 称 为 曲面 上 自然 标 架 的 运动 公 
式 .， 通常 把 (16) 的 第 一 式 称 为 Gauss 公式 ， 把 第 二 式 称 为 
Weingarten 公 式 ， 实际 上 ， 与 第 四 章 $ 4 的 、 an 式 对 照 可 知 ， 
后 者 恰好 是 Weingarten | 映射 的 公式 ， 即 8p?)) 是 Weingarten 映 
射 在 自然 基底 frr 下 的 和 矩阵， 从 这 些 公式 可 以 者 出 自然 标 架 设 
参数 曲线 的 运动 是 由 曲面 的 第 一 类 基本 量 和 第 二 类 基本 量 完 全 确 
定 的 。 要 记 住 ， 荆 "。p 的 几何 意义 是 向 量 ru, 用 A 然 标 架 分 解 时 
在 切 向 量 ”> LAIR, MT ye 是 向 量 rop 在 切 向 量 r,. 上 的 投 
E. 因此 ， 在 求 六 .时 ， 可 以 根据 定 又 从 面 面 的 第 二 类 基本 县 
计算 出 来 ， 也 可 以 根据 曲面 的 参数 方程 进 和 FHR. 


恢复 用 第 一 类 基 本 量 的 原来 记号 ， 则 Christoffel 记 号 是 : 


IET 四 
以 及 


r =al 2E F aE FF), 


EC-1* V2 Qu 2 0v ĝu 
DST, he (s 2E -E2 
Dose rl rw ra) op 
ri =g E PE. P. 2E, +E 2.) 
enr a CERT) 
i 


如 果 取 正 交 参 数 曲 网 ， 刘 F=:0， 上 面 的 公式 便 大 大 化 简 了 ， 


1 2lnE 1 2lnE 1 2G 

Di. =A P: ap Lud 1 一 一 + 
11 2 2u ' BPT DEP 3 3v TA :i 2E Jn’ 
r 2E 21nG 91nG 
?1 1 一 一 i 2 TAL :二 J NT 1 Ii 3 3 
(25) 


V. 求 曲 面 z—f (xy) Christoffel 记号 . 
解 ” 因 为 已 经 给 出 了 曲面 方程 ， 我 们 用 运动 公式 《16) 出 发 
直接 求 Dt, 曲面 的 参数 方程 是 
r(x, y) =x, y, Ey), 
因此 x,y PARFET u'u? IUS REr. 在 r。 上 的 分 量 , D 
就 是 re 在 r 上 的 分 量 ， 如 此 等 等 ， 显 然 
r= (1,0,/.), 
r,= (0,1,1,), 
r,,— (0,0,f,.), 
r, = (0,0,f.,), 
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r,,7- (0,0, f,,). 
B3 ob 
g£i71ctf,, gif, 817514 J,!, 
&78uEn - Gi md f ful 
gi c 
lc f.-fs 
=- el 
l1-f;jrf,' 
METTE 
lrf/!rTf,"' 
Ir, “r= f fuu, 
DaceDaoern,: rm fefe," 
Dum, M P= ff, 
I 


PT 一 os . r,— f, fans 


23 


I "TLIMNTLIA ° r,— ff. 


Dur, . ry=f,f,, 


因此 


— fofas ` 
Pase Docrg?Da Sirr p 


Pasg” ntg" um s, 


Dase mte T me r 


同 理 得 到 
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习 E 


L 设 有 参数 变换 =u), dr ap 2, Bug 
det 《a5,)>0. 证 明 ， 


ER 
baat = bapti ag,. 
2. WH: ELUKS B, (ahte BE (et^) 的 
”变换 规律 是 
£^ g* i anah., 
8. WRAD” aa LRF (gue) 的 Christoffel 记号 ， 
证 明 ， 在 习题 1 的 参数 变换 下 有 变换 规律 


r?’ = <o aB r’, ĝar’ T 
og Py A ] Qu?" , 


其 中 Ces) 是 (01) 的 道 撼 阵 ， 即 oz 一 92 
4. 验证 ， 曲 面 的 平均 曲率 H 可 以 表示 成 
H= Loth , 


JB. AENM 1 的 参数 变换 下 是 不 变 的 . 
8. 证 明 下 列 恒 等 式 ， 


pe ag" 
(1) g^, vg?! ”ia 一 7 Ou 
8g. Bgas 
(2) A -=p = Bol "ur 27 Did CLE 


(3) Ph, = 1924, AK Braga n. 
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$2 曲面 的 唯一 性 定理 


利用 上 一 节 关 于 则 面 上 的 自然 标 架 场 的 运动 公式 ， 不 难 直 楼 
证 明 复 击 的 形状 是 由 它 前 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 伦 一 地 确 
T. 这 个 结论 确切 地 作 述 如 下 : 
定理 1 设 5,5, 是 定义 在 同一 个 参数 区 域 DOE 上 的 两 个 
正则 参数 曲面 ， 车 在 每 一 点 (u'u) € D, uhis, fn 5, 有 相同 的 
第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 ， 则 曲面 $, 和 5, 在 EE’ 的 一 个 刚体 
运动 下 是 彼此 重合 的 。 
证 明 因为 在 S.S, 上 上 采取 了 同一 组 参数 ， 因 此 在 每 一 点 
QU.) € DD， 曲面 S.S 有 相同 的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 
的 意思 是 它 但 在 对 应 点 有 相同 的 第 一 类 基本 量 和 第 二 类 基本 量 . 
XCHEGE As Seu pia ERI BE EAE I. HOE-— mu) D, 
假定 3 ho HARIRA Mo Jéir Dari arSU, n0], i9 3,2. 由 假设 可 
n, 
ro U) e rg? (Qu) — ri) * rà Qu m gu Qn, 
re? Qu) * n? (Qu) mr Qu) * n? u) —0, (1) 
n'"(u,) * 5? (u) 2n" (i) * nOu, =l, 
JE B. ir? (ir, Q8) ,ri 中 (Cu) ,nu 都 是 右手 系 ; 这 就 是 说 ， 
这 两 个 你 架 具 有 相同 的 度量 系数 和 定向 ， 因 而 在 斑 中 存在 一 个 刚 
体 运动 把 标 架 ir Q0 i rV Qu) rS Q0 n7 u)? 变 为 标 架 
(rr uiri Qu, rU Qu), nu). M o(s RRi ni S. 在 
刚体 运动 o 作用 下 所 得 到 的 新 曲 区 ， 那 么 它 与 5, 在 w=w 处 有 
相同 的 自然 标 梨 ， 而 且 在 对 应 点 有 相同 的 第 一 类 基本 量 和 第 二 类 
基本 量 ， 所 以 它们 的 自然 标 架 场 处 处 适合 间 一 组 偏 微分 方程 . 不 
iji o CSD S. 现在 我 们 要 证 S, 和 S, 的 自然 标 架 场 处 处 
EA, Kimhi sS, 与 5, 是 重合 的 
命 
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‘fog Ca) = rr) CREER 
(fa os (r2 — rU) Cn — n9»), (2) 
HCOLICUULE PP 
Bib, Æ uu. 了 时 成 立 
fep U) =0, f.Q,9-0, flu,)=0. (3) 
另外 ， 祖 据 自然 标 架 的 运动 公式 ， 经 过 直接 计算 得 到 消 数 f. 
1。，f 满 足下 列 线 性 章 次 一 阶 偏 微 分 方程 组 ， 


à 
| I pp e Duft fet brofo 
PM RD. fatb, "p (4) 
af _ a 
dw — 2b, fas 


很 明显 ， f.,—0, f.—0, JEEN RHEA (O 的 、 满 足 初 条 件 
(3) 的 解 ， 根 据 一 阶 偏 微分 方程 组 在 已 知 初 条 件 下 的 解 的 唯一 
性 得 知 


f.s(u)z0, fu)=0, f=. (5) 
这 说 明 
ri (uy (u), 
Mrd co) 
" hr) = Cr Hu) - r0 Qo), 0) 
pis h Saru) ^r? u) GU) - rs (u) —0, 
ik 
h(u)zzh(u,) 0, (8) 
Bp . 


r'"(u)r"?(u), 


这 说 明 曲 面 S, 与 S, 是 重合 的 ， 

上 述 定 理 称 为 曲面 的 唯一 性 定理 ， 在 理论 上 是 十 分 重要 的 . 
我 们 存 以 后 还 会 给 出 它 的 一 些 应 用 . 

” 邮 面 瞧 一 性 定理 还 能 叙述 成 如 下 的 形式 ， 它 是 上 本 的 定理 以 : 
及 第 三 章 $ 5 的 定理 工 的 直接 推论 ， 

定理 2 设 SG=12) 是 E 中 的 两 块 正则 曲面 ， 其 第 一 基 
本 形式 和 第 二 基本 形式 分 别 为 T, E. HAAMRI: 5,8, 
使 得 a* I,— I, o'E,—IL, WE E? 中 必 存 在 一 个 刚体 运动 5， 
(ER o =s, 


? S 


1. 推导 函数 fee), f, SORAD (OD . 
2. DAE fee), fa), fQDIBXBOIERHL (4) . a 
F(u)zzg"g^* falfa t 28 fuf f 


证 明 ， Pr) =0, 


$8 曲面 论 基 本 方程 


现在 我 们 车 手 考 虚 曲 面 的 存在 性 问题 。 具 体 一 点 说 ， 如 果 在 
参数 区 域 D 上 给 定 两 个 二 次 微分 形式 9 7g. ,du*du^, V mb. da* 
du^, Kp a,8=1,2, Bap—gpas Dag ™ bpas FH? EEH, 
别 是 否 存 在 一 个 参数 曲面 f:D 一 成 ， 使 得 它 的 第 一 基本 形式 和 第 
二 基本 形式 分 别 是 已 知 的 微分 形式 PP 和 wr 这 个 问题 比较 复杂 ， 
需要 作 比 较 深入 的 分 析 ，。 首 先 我 们 会 看 到 ， 昌 面 上 的 第 一 基本 形 
式 和 第 二 基本 形式 之 间 是 有 一 定 联系 的 ， 并 不 是 彼此 独立 的 ， 它 
” 们 适合 一 定 的 相 容 性 条 件 ， 此 即 本 节 要 讨论 前 基本 方程 ， 接 着 我 
们 要 证 明 ， 这 些 条 件 正 好 是 曲面 存在 的 充分 条 件 . 

CL Anil iiS 的 方程 是 r 二 rCw ,uw:)， 它 的 两 个 基本 形式 是 ， 
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I-g,.;du'du^, 


I —5, du'du^, (1) 
那么 曲面 $ 上 的 自然 标 架 场 frirr: 叶 的 运动 公式 是 
or 
Du Te 
9T. Tr + bsn (2) 
Qu? aft, apt 
dn —.— 
其 中 Qu^ 一 [74 
Y 1 (98.5.9850. 98. 
Day E COM M At). 9) 
E TELE HT RUM — UU ERER p 性 ， 所 以 rea n 的 两 
次 偏 微 商 是 连续 的 ， 并 且 与 它们 求 偏 微 商 的 次 序 无 关 ， 即 
a'r, = 2'r, On = n (4) 
3uf Ju” 8au'üu/^ JulIJu” ðurðu! ' 
用 (2) ARA, MA 
QU epret basn) = 2 (P? urs tbn), (8) 
Xu Gr) m OV rn). (6) 


将 O ARF, JEELRDH (D 式 代 人， 整理 之 后 得 到 


.29 ps _ 
(Xr Qu? 


DAS, EIU apl? IT "a, dp bpb? 


+ 0b,s 9b,, 
bebrtn)n t(D agba -Tedd + Be - Ti) 
BTr, 


LETT 


r， 是 处 处 线性 无 天 的 ， 所 以 上 式 的 系数 必须 为 零 ， 
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即 有 


ar', arè’, | 
as c atat DP, 
= bpb? -babs (7) 
8b, Pba .. 
TC au^ baal 3, -bal tg. (8) 


注意 到 C) 式 左边 是 由 第 一 类 基本 量 s. 的 不 高 于 2 阶 的 
人 篇 导数 所 构成 的 有 量 ， 将 它 记 成 
, ar’ ar 
Mn a a 
称 之 为 第 一 类 基本 量 的 Riemann 符号 ， 为 方便 起 R, ERs, 
的 指标 6 下降 所 得 的 量 记 作 Reo,， 即 
Roop = gonR gy g (10) 


< 十 "py -ID'VD.., (9) 


自然 就 有 

R*.,,—g" R apy. 
TE, Jf CO 可 以 改写 成 

R’ py 一 bopby ~ b, bs?, . (11) 
或 者 

Rsa, = 一 (bogbe, 一 baben). (12)- 
上 述 方程 称 为 曲面 的 Gauss 方程 。 同 样 ， 方 程 (8) 称 为 Codazzi 
方程 .很 明显 ，GCauss-Codazzi 方程 是 曲面 的 第 一 类 基 本 量 和 第 
二 业 基 本 量 必须 满足 的 相 容 条 件 ， 
要 指出 的 是 ， 从 方程 (0) 得 不 到 新 的 相 容 条 件 . 实际 上 ， 

E O 式 记 开 后 得 到 


à à 
Pba! Obr e Diui by Puy. (13) 


"AS XE. G3) 和 (CO FARZA, 
Gauss-Codazzi 方程 看 上 去 是 很 复杂 的 ， 但 是 实质 上 在 方程 
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02 mut &-—4 58. E (3) 中 包含 两 个 方程 . 首 先 要 指 
Hj, Riemann 符号 Rap, 有 一 些 重要 的 对 称 性 质 ， 实际 上 ， 由 
Ro, 的 定义 得 到 

Ruso gr Prot Pe DP S DU) 


3u” Qu? 
2L aat 2L se Og "ui 
3u? Qu? 3u’ 
Enp, AH GP D Da 
Qu? i af ny ev* atp 
Ər Plaas . 4 
= 2 T Qu^ +I papd um -1 2531 "age 
最 右 端 的 前 两 项 用 Chris'effel ipe REREARRA, Ettan 
R - 364 Ep. E Ear 9'g, 9g. 2) 
tabr =o | Suðu? Ju ðu” Qu*Qu^ xb (14) 


TE a, 7 d aeu" afe 
从 《14) AZ EE 
Rag m Ryu ~ Roig, 7 Riase (15) 
很 明显 ， (12) 式 的 右 嚣 也 具有 《15) 式 所 给 出 的 对 称 性 质 ， 所 
以 在 本 质 上 02) 式 只 包含 一 个 方程 ， 即 
Ra — [bbn (Gu hc (16) 
或 
bb, -(by—-R,,. 
在 《8) Ed E, 下 相 局 的 值 则 成 为 平凡 的 恒等式 ， 于 
是 ， 有 意义 的 方程 共有 两 个 | 


į Ob, 8b, 
MEC Ga LESE D 
/ 8b ab., an 
j nol EM 一 VP : 
| 25 pa -b,, 4b, 


ig 要 强调 指出 的 是 ，, Gauss 方程 6) EA Codazzi 方程 (17) 
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等 价 于 二 次 偏 徽 商 与 次 序 无 关 的 条 件 OD . 换 名 话说， 如果 给 
3E LÍGKk0R EX pg. du'duf, y —b,,du'du^, JH; 中 和 乡 
适合 本 节 开 闫 所 叙述 的 对 称 条 件 和 正定 条 件 ， 那 么 我 们 可 以 构造 
一 阶 偏 微 分 方程 组 (2)， 其 中 了,r,,r;,n 都 看 作 是 记 成 向 量 形 式 的 
未 知 函 数 , 如 果 (gsp) 和 (bag) 满足 Gauss-Codazzi 方程 
Q6), (17), WI | 

ar a'r 3'r, a'r 


Quw2u/  Julðu 3u 3w | Jupu". , 


2n ~ 9n 

Juf Ju Qu'Qu? 
都 是 方程 组 (2)〉 的 推论 ， 根 据 一 阶 售 油 分 方程 组 的 解 的 存在 性 
定理 《参看 附录 82) ， 方 程 组 (2) 是 可 积 的 ， 在 这 里 可 以 领略 
到 曲面 论 与 由 线 论 的 本 质 区 别 ， 在 曲线 论 的 情形 ， 草 率 和 挠 率 可 
以 是 线 长 参数 的 任意 函数 (只 要 求 曲率 函数 为 正 的 )， 而 在 曲面 
论 的 情形 ， 工 和 五 是 徐 此 关联 的 ， 即 在 EP 中 具有 已 知 第 一 基本 
形式 的 曲面 不 能 随意 地 作 容 曲 变 形 ， 这 便 导 致 开创 微分 几何 新 纪 

元 的 著名 的 Gauss 定理 ， 在 85 我 们 要 专门 讨论 这 个 向 题 

在 特殊 的 参数 系 下 ，Riemann 符号 Ra 了 以 及 Codazzi 方程 
《17) 便 化 简 成 便于 记忆 和 应 用 的 形式 . 我们 采用 第 一 类 基本 量 、 
第 二 类 基本 量 的 原来 的 记号 . 首先， 在 正 交 参数 系 下 , 因为 F= 
0: HE 厂 5, 有 简单 的 表达 式 (参看 81 QD 30 ， 因 此 uo 


FE FG 
Ran” lC t Guy) sn To 


2 
l2 (9E) 1 aE 2E 1 8E 2C 
2 


4E 3v 923v 4G ôv ôv 


12 49€). 1 8C 36 | 1 2C 3 
2 2u \ Ju “4G 3u ðu 4E Ou Ju’ 


(WE), C )J. 


vc VE 8) 


m Ran =y EC (S 


~ 


ioa, Atem RERBA EAS Am, TE 了 
=M=0, 因此 由 Qr) 式 得 到 | 


aL 


=- ND +L = 


2v 2G 2v’ 

ƏN up rm N, DC 

3 L'a = o F A -gu 
所 以 ， 这 时 /Codazsi 方程 成 为 


àv ðv’ Qu ðu” 


xen -A E emeek, CD Q9) 两 式 比较 容 
易 记 亿 ， 但 是 要 注意 它们 所 适用 的 参数 系 . 


3 HM 


1. 验证 方程 05 fn G 的 等 价 性 
2. 证 明 ， 若 (u,v) 是 曲面 上 的 参数 系 ， 使 得 参数 h 线 
网 是 正 交 的 曲率 线 网 ， 则 主 曲率 r,e 满足 下 列 方程 ， 


[sir (#2 一 way 
DERE CREDE 
8. WA: PIi DTE R REE, RE R 
或 是 它 的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 可 以 表示 成 
IzmA[(du)'-4-(dv)'], 
X2 (1 AH) (du)! - (1 - AH)(dv)*. 
4， 设 是 五 中 的 一 块 曲面 ， 它 的 主 曲率 是 两 个 不 相等 的 
TEE. EHI. S 是 圆柱 面 的 一 部 分 . 
o. 已 知 曲 面 的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 分 别 为 
T=v'(CCdu)’ + (dr)’), 
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I — 4(u,v) (du)! + B(u,v) (dv). 
证 明 ， (1) ABEL (2) 4 和 B 只 是 u HAR, 


$4 ”曲面 的 存在 性 定理 


本 节 要 证 明 ，Gauss-Codazzi 方程 也 是 曲面 存在 的 充分 条 
f. 
ik DCEd4—^4EMO 9-—g.du'dul, Y —b,,du'du? 是 定 
LED WB LA AY EX, Hh gag, bap™bpa HB. 
(ga) 是 正定 的 用 (ag) 表示 (gar) AE OB BE. 利用 Eas 
KEFR Akk T 9d 


` -1 gyp Igay Pgag 
{vas 2 ( ðu“ BETO aw 2 o) 
DP’ ap= g? Iun (2) 
RV eet 2l ar? "E VP hy -DPWPs,, (3) 
R4, 5,7 ga RI apy (4) 
定理 1 如 果 上 面 所 给 出 的 二 次 微分 形式 9 ， 满 足下 列 方 
" Rer mmm ass 
E, 7 u 
A (bubus ~ (b)? = Rins . 
4 p PM +b T N 
| ; = (5) 
à 21 .98 Zla: o. Y 
| wan B= c bu h +b D ] 


T——— BAENA UCD, ARE 
义 在 D 上 的 正则 参数 曲面 =r, uh UDE, (OL On V 2 9 
为 该 曲面 的 第 一 基本 形式 各 第 三 于 本 形式 ， 并 且 E 中 任意 两 
这 样 的 曲面 必定 在 E' 的 一 个 刚体 运动 下 是 彼此 重合 的 ， 

证 明 此 定理 的 唯一 性 部 分 正 是 2 所 证 明 的 曲 D IR 
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TE, Digp3kdiR Sp TEHE. TUHO. VISA, 
ba 及 其 导数 ， 可 以 列 出 妇 下 的 一 阶 仿 微分 方 香 组 ， 


| ef. — r 
) eau D's gr, t bapn, (6) 


其 中 7,r,,r,,n 都 看 作 写 成 向 量 形式 的 未 知 函 数 〈 因 而 一 共有 
12 个 未 知 函 数 )， 自 变量 是 ，w’. 利用 标 架 空间 的 语言 ， 求 曲面 
的 问题 实际 上 化 为 E* 中 依赖 两 个 参数 的 标 架 族 的 存在 问题 ， 要 
求 该 标 架 族 满足 上 面 的 运动 方程 ， 根 据 一 阶 偏 微分 方程 组 的 理 
iè, 方程 组 《6) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 


9r ,Or 

Qu Ou? 8u^Q2u* ' 
29r. uu 9r. 
Qu^ gu 3u 3u! * 
A on Fn o 
3u? ðu” Qu'au? 


是 方程 级 © 的 推论 ， 在 83 我 们 已 经 指出 ， 上 述 条 件 与 Gauss- 
Codazzi Jjf& (5) 是 征 价 的 ， 因 此 在 定理 所 假定 的 条 件 下 方程 组 
(6) 是 可 积 的 ， 换 言 之 ， 对 于 任意 给 定 的 一 点 (wu3,u;) € D, 
VAR ESSET, ri, n5, BA Uiui) 的 邻 域 UCD， 
和 定义 在 U 上 的 国 数 
r —r(u!,u^), 
[rci (7) 


n-—n(u,u) 
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满足 方程 组 (6) 以 及 初 条 件 ; | 
r(ui,ui) —r', 
[stupor (8) 
n(ul,ul)-n' | 
ME, ROERE r's ro, a 满 是 以 下 条 件 ， 
ra ra= Eeg Uou)» 
rn^, 
n':n'-], (9) 
[erra 


可 以 证 明 ， 此 时 ， 方 程 组 (6) 在 初 条 件 (8) 下 的 解 r=rCu',w) 
给 出 了 我 们 所 要 求 的 曲面 为 此 ， 考 虑 沙 数 
fapt w) m ru QU ) rg QU Lu?) — guai ,u?), 
[nano nn (10) 
f Gà) uw) — n uy?) n! uu!) - 1. 
由 条 件 (8), (9) "AUS foo, fo f 满足 初 条 件 ， 
falti sui) = faui ui) = f Cui ui) =0. (11) 
由 于 函数 r(u',u), ruu), n) Wig fH (6 . X 


ELE ESIER ARE fos fo fo 满足 线性 齐 次 一 阶 偏 微分 方程 
组 ， 


2 
eaa Te fapt I", 十 bcj 十 bypf 


学 二 3 二 be (12) 


与 $2 的 定理 1 的 证 明 相对 照 ， 上 面 的 方程 组 (12) 和 初 条 件 (11) 
与 $2 的 方程 组 (4) 和 初 条 件 (3》 是 相同 的 ， 因 此 只 能 有 
f. 4 Qu uE, 
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f, Gu ,u!)-0, 


fu! u*)zo, 
即 在 7 上 成 立 
r Cu! n) real 一 go nU) 
[steer nn (13) 
n(u! ,u!) -n(u! ,u!) —1. 
这 说 明 
Gri ri n)! m det(g ,) 0, (14) 


Hi raran 是 处 处 线性 无 关 的 、 由 解 的 连续 性 以 及 条 件 (9) 可 
知 (ri r1, 2) 20, 所 以 irern REFA, Jf E rala, A ie 
nær, Xr, ir.xril. 

MAR r—r(u u) 满 是 方程 组 〈6) 的 第 一 式 可 知 ， 若 把 
raru w Ete E him, Mru w), r'u Ei 
HASARD ENDS rr;, 线性 无 关 〈 见 (14) A), 
Sr —r(u u EENAA, JEH. nuw) 恰 是 该 曲面 的 单位 
法 向 量 场 ， 由 (13) 的 第 一 式 可 知 ，? 是 该 曲面 的 第 一 基本 形 
式 ， 由 (6) 的 第 二 式 可 知 ， 是 该 曲面 的 第 二 基本 形式 ， 证 毕 . 

从 曲面 的 存在 性 定理 的 证 明 可 以 看 出 ， 把 曲面 看 作 一 族 标 架 
的 观念 是 十 分 重要 和 基本 的 .在 第 七 章 ， 我 们 要 对 E 中 的 标 架 
族 作 更 加 细致 的 研究 ， 在 那里 ， 曲 面 的 在 在 性 定理 成 为 标 架 族 存 
在 性 定理 的 一 个 特例 . 

推论 ”两 个 二 次 微分 形式 P —&2.,u'du? 和 9 —b,,du'du? 

Gih e 是 正定 的 ) 能 够 作为 E 中 一 个 正则 曲面 的 第 一 基本 形 
式 和 第 二 基本 形式 的 充分 必要 条 件 是 系数 gcp,bees 满足 Gauss- 
Codazzi 方程 (5). 

MM 


J HH 
1. BERR fau), fuu. fisv (定义 见 
《10) 式 ) 满 足 方程 组 (12) . 
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2. 判断 下 面 给 出 的 二 次 微分 形式 , 少 能 再 作 为 五 : 中 一 块 
曲面 的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 ? 说 明理 由 . 
(1) 9 一 du 二 dc， 5-—dw-de 
(2) 9 —du'-Fcos'udb, P —cos'udu! t de. 
3. 求 曲 面 ， 使 它 的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 分 别 为 
I=(1+u')du’ + udv:, 
1 


一 ~ 2942 
E yi "CA t u!dv!). 


4. B 
9 — E(u,v)du! - Glu, vdo’, 
y =A, t) p 
其 中 OET0, 670. 车 9, 能够 作为 曲面 的 第 一 基本 形式 和 第 二 
基本 形式 ， 则 函数 EQG.2 应 该 满足 什么 条 件 ? 
假定 =G， 写 出 满足 上 述 条 件 的 E,G6 ,4 的 具体 表达 式 ， 


$5 Gauss 定 理 


在 Gauss 方程 中 列 含 着 一 个 十 分 精采 的 结果 . 在 §3 已 经 时 

出 : 

bb ~ (b= — Rs (1) 
其 中 Ro: 是 用 ges 的 一 阶 、 二 阶 偏 导数 所 构造 的 量 ， 将 (1) 
式 两 边 分 别 除 以 B=guB 7 (^ 则 得 

-b - Rua . 

K= g Enga Ea) ' (2) 

我 们 知道 ，Gauss H X *K= 卫 是 曲面 的 两 个 主 曲率 «s: 的 


乘积 ， Wi s... Ae H3 iil isi 5 在 空间 E 中 的 形状 确 x. 但 是 ， 
(2) KIAH, x 5 w. 的 乘积 是 由 曲面 5 的 第 一 基本 形式 决定 
的 ， 而 与 曲面 5 在 E' 中 的 保 长 变形 〈 即 保持 第 一 基本 形式 的 弯 
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曲 变形 ) 是 无 关 的 . 这 就 是 Gauss 的 Egregium 定理 ， 

定理 1 ”曲面 的 Gauss 曲率 是 曲面 在 保 长 变换 下 的 不 变量 ， 

Gauss 的 这 个 定理 是 微分 几何 学 的 里 程 碑 ， 开 创 了 微分 几何 
学 的 一 个 新 的 纪元 ， 正 是 Caus 的 这 一 伟大 发 现 启发 我 们 对 于 抽 
象 的 出 面 进行 研究 ， 也 就 是 对 于 只 给 定 第 一 基本 形式 的 则 面 研究 
其 几何 性 质 ，Gauss 定理 说 明 ， 些 面 的 度量 性 质 本 身 蕴 含 着 一 定 
的 这 曲 性 质 ， 这 是 曲线 所 不 具有 的 特点 ，。 例 如 球面 一 定 不 会 保持 
长 度 不 变 而 排 成 一 块 平面 ， 反 过 来 平面 元 论 如 何不 可 能 保持 长 度 
不 变 面 查 成 一 个 球面 ， 因 为 球面 和 平面 的 Gauss 曲率 是 不 同 的 . 
专门 研究 曲面 上 由 第 一 基本 形式 决定 的 几何 学 称 为 内 蓝 儿 何 学 ， 
它 在 记 维 的 推广 就 是 现在 所 称 的 Riemann 几何 学 .在 下 一 章 我 
们 还 要 研究 曲面 的 更 多 的 内 草 性 质 。 

§3 的 (18》 式 告诉 我 们 ， 当 曲面 上 取 正 交 参 数 曲线 网 (uv) 
Bp, Fo, EH. 


Rs cy EE (LEH «COE, 


所 以 由 《2) 式 得 到 


1 [f G^ B. q^ 6, 
K=- y -g (Y "E ) «( VE )}. (3)) 
ema. PERA REEDS. mme abe 


= A (dut do), FÆR Gauss 曲率 是 
K= -H2 2 lega. (4) 

de/8 — ERUIT AS RUB RIEA SERERE SERRE RERZS - 
所 以 由 Gauss 定理 得 短 可 展 曲 面 的 Gauss 曲率 恒 等 于 零 《 这 个 事 
EETCLTITA TODO TTITLTUTONE E 
这 个 条 件 也 是 充分 的 . 

定理 2 ” 志 中 一 抉 曲 面 是 可 展 曲面 ， 当 且 仅 当 它 的 Gauss 曲 
RETË. 、 
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证 明 必要 性 已 证 ,现在 只 要 证 明 充 分 性 成 立 ， 设 曲面 5 的 
Gauss 曲率 及 三 0. ES 上 处 处 是 脐 点 ， 则 5 是 由 平 点 组 成 的 ， 故 
S 是 一 块 平面 .假定 5 上 没有 脐 点 ， 则 可 取 正 交 曲率 线 网 为 参数 
曲线 网 ， 于 是 F=M=0， 


-IN 
K=- 

不 妨 假定 v- 曲 线 对 应 的 主 曲 率 为 零 ， 于 是 NN 三 9，L 了 #0. 由 Coda 
zz 方程 可 知 “ 

-2C 2N o 

3u au ? 
即 

2G 


我 们 首先 要 证 曲面 上 的 每 一 条 v- 曲 线 是 直线 ， 因而 S 是 
直 纹 面 ， 为 此 只 要 证 明 -曲线 的 切 方向 不 变 ， 即 re xr=0. 
由 自然 标 架 的 运动 公式 可 知 
r= urb", Nn 
=P yr, HE r,s 
Ta Xr, = ar, Xr (6) 


但 是 由 (5》 式 可 知 


故 

rr X70 (7 
得 证 ,现在 要 证 曲面 的 单位 法 向 量 n HY -曲线 是 不 变 的 。 实 际 
上 上， 我们 有 

nr,=—M=0, 

n,'r,= ~ N=0, 


n,'n-0, 
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因此 
n,zz0, 
所 以 S 是 可 展 曲 面 . 
推论 ”曲面 S 是 可 展 曲面 ， 当 且 仅 当 它 可 以 与 平面 建立 保 长 
对 应 . RE 
“证 明 在 第 三 章 已 证 可 展 曲 面 与 平面 可 以 建立 保 长 对 应 。 现 
在 假定 曲面 5 与 平面 可 以 建立 保 长 对 应 ， 于 是 由 Gauss 定理 可 知 
曲面 5 的 Gauss 曲率 恒 等 于 零 ， 因 而 由 定理 2 得 知 5 是 一 个 可 展 
曲面 . | 
上 而 的 推论 同时 说 明 ，Ganuss Hist Jae fo i Hot Je 
成 保 长 对 应 的 。 在 下 一 章 我 们 还 要 证 明 ; 了 任意 两 立 有 相沿 活性 
Gauss 曲率 的 申 面 必 可 以 建立 保 长 对 应 ， 人 是 一 笑 说 来 ， 在 划一 
对 应 下 Gauss 曲率 相等 的 两 块 画面 不 是 总 可 以 建立 保 长 对 应 的 ， 
下 面 的 例子 说 明了 这 个 问题 ， 然 而 在 确 有 保 长 对 应 的 情形 
Gauss 定理 能 给 出 如 何 去 找 这 个 对 应 的 信息 . 


` 
D 


例 已 知 曲面 8 的 方程 是 (aus bo, lov een), 5 的 


方程 是 -(aa, bv , iG Ud bU) ) JtHab- a b. 
则 在 对 应 二 =w, 9 =v ESO SCIRE) Gauss 曲率 ， 但 是 
34 (wb) se(a^, b) E (b, 2) 时 ， 曲 面 S 和 3 之 间 不 存 
在 保 长 对 应 . 
| A 直接 计算 得 到 ， 曲 面 5 的 第 一 基本 形式 为 

I a! (1-- u!*)du* + 2abuvdudo + b? (14- 9) dv, 
第 二 基本 形式 为 


a b 
dd 
V i+w :+o Y ltu to 


v, 
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所 以 5 ff) Gauss ARH 
1 


K duds" (8 
S 和 5 的 方程 是 同一 个 形式 ， 所 以 5 的 Gauss 曲率 为 
K= 1 (9) 


ab(1-- nq V», 
BüDLSpeb—cbhy, TEXEL du, V—-vT, HESS 的 Gauss H 
率 相等 ， 


如 果 在 曲面 Sm 5 之 间 存 在 保 长 对 应 
E=i(u,v), 9$-—9?(wu,v), (10) 
则 由 (8)，(9) 及 Gauss 定理 得 到 
ü «y =u o, (11) 


于 是 (4,?) —(0,0) 5 (2,0)—(0,0) 相对 应 . 将 AD 式 对 
u,v 求 两 次 偏 导 数 ， 然 后 在 (u,v)— (0,0) 处 求 值得 到 ， 


y GE > 


gu ùü dv OD 


ju àv ' àu 8v ” 
any 29 NY 
Go +>) 一 上 
BETI, ABBE 
an 25 
Ou ĉu 
9a 20 
Qv 9v 
GG, mc,0) 
JÉ—^-iEXBEE, mE 
cos sinô 
J -( ) (12) 
—esinÜ  ecosÓ 
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其 中 = —2l 由 于 (10) 是 保 长 对 应 ， 故 有 


(^e MEME chuv 
abuv b rv) abuv bte 


fr (0,9 (06,0), JH 2). 式 和 代入 得 到 
cos sin 一 : 'cosÜ 一 ssinf 
S X ) 
—tsinÜ :cos0/ NO b sing ecosb 
即 


a'sin’ +b cos’ =b, 


[ cos!Ü + b !sin?O—a!, 


(b^ ~ a?) sinÜcos6 — 0. 
由 此 得 到 ， 或 者 有 


a! =b =a =b’, 
或 者 有 a? -bv0 MO=0R z M 


(a ,b')- (a! ,0*) ACETON 
XS UE AUS. KEE (a', boe (a 60) 及 (Pa) p S 
WF, HES 和 5 之 间 是 不 可 能 有 保 长 对 应 的 ， 
作为 本 章 的 一 个 小 结 ， 我 们 要 证 明 一 个 重要 的 定理 ， 它 说 明 
在 一 般 情形 ， 则 面 的 法 曲 举 的 确 包含 了 曲 画 形 状 的 侈 部 信息 ， 
| Hs Foses Ehm S AS, AANA, Xon 
S， 上 没有 了 脐 点 ， 且 其 Gauss WRK 不 为 零 . dic 保持 在 每 一 点 
沿 每 一 个 切 方向 的 法 曲率 不 变 ， 则 有 E 中 的 一 个 刚体 运动 0， 
使 得 一 5 |. 
证 明 ”因为 在 曲面 5S， 上 没有 脐 点 ， 故 在 S， 上 可 取 正 交 曲 
率 线 网 为 参数 曲线 网 ， 于 是 S. 的 两 个 基本 形式 为 
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= Edu! + Gd, 
I, = Ldu’ + Ndo’, 
并 且 | 
L—-x,E, N=xG, Kx K=r r0. 
由 于 0 保持 在 每 一 点 沿 每 一 个 切 方 向 的 法 曲率 不 变 , 故 切 胰 射 o, 
必 处 处 非 下 化 ， 于 是 (ue) WEN S. 上 的 参数 ， 使 得 c 是 曲面 
S, S, 上 有 相同 参数 值 的 点 之 闻 的 对 应 ， 不 妨 设 S. 的 两 个 基本 
形式 分 别 为 
I= E du 十 2 fdudo--C dv*, 
I= ldu’ +2Mdudv+ Nde'. 
注意 到 0 保持 法 曲率 不 变 ， 故 有 曲面 $, 沿 u- 曲线 方向 的 法 曲 PT 
x, d$ 2 曲线 方向 的 法 曲率 是 *:， 并 且 它 们 同样 是 曲面 5. TE 
一 点 沿 各 个 切 方 向 的 法 曲率 的 最 大 值 和 最 小 值 . 这 说 明 ，z- 曲 线 
4n c-Hh2x 05 是 曲面 S. 上 彼 此 正 交 的 曲率 线 网 ， 故 有 
. F=MĦM =0, L =x Ē, N =w:C. 
这 样 ，o 保持 法 曲率 不 变 的 条 件 成 为 


mk du'-bx,Gdv'! rxkEdu trGdr (13) 
Raa F Edw + Gdr’ 
Edu + G dv 


展开 后 得 到 
(x, - «,)( EG- EG )du'de! =0. 
由 于 ront, H EXAEX T du,de HERA, MA 
EG - EG =0. 
设 
-= À. (14) 


TÉ 
了 IT 一 人. 工 ， Y,—À-:T,. (15) 


我 们 要 证 明和 — 1。 由 $3 的 19) $, HE So S. 的 Codazzi 方 
种 分 别 为 > 
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aL y 3E aN „ 86 ja 
8» -H av ' au -H au" (16) 
aL 2E aN _ „2C 

i ca. a (17) 


其 中 H= (1: +x). 注意 到 E= AE, C=AG, =AL, N= 
AN, d$ (17) 式 展开 ， 并 用 (O0) 式 代 入 得 到 


(n, -x9-24- 一 (xi — K) 4-0 
故 有 


8A _ 94 
Ou àv 
即 和 是 常数 ， 又 由 (3) X 
r= gelo ve) tC) 
DX E—AE, C-2C, ik 


一 0， 


但 是 另 一 方面 
7 K= Kus, 
故 得 
4 三 1， 
于 是 曲面 SH S: 有 相同 的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 . 根据 
$2 的 定理 2 得 到 ,在 E 中 存在 一 个 刚体 运动 ,使 得 o = 
v|,, SW, 


3 HB 


(01. 已 知 曲 面 的 第 一 基本 形式 如 下 所 示 ， 求 它们 的 Gauss H 
率 ， . 


153 


(1) I= du 二 dv。 c 是 常数 
m 


(2) p= rds) v0, a 是 常数 。 


v 


(3) r= tit, — ce>0 是 常数 . 


T 多 
w) rv c 


25 
(4) I= du’ te" do’, a 是 常数 , 
(5 I= dw’ + eh' dy? a REX. 


2. 证 明 在 下 列 曲面 之 间 不 存在 等 距 对 应 ， 
ME TD (2 柱 面 ， (3) NaM =r -yn 
3. 设 曲面 5 和 5 的 第 一 基本 形式 分 别 为 
I-du'4 (ictu )dv, 


YI-2-—* — dg rü'dv, 
t- 1 


RAE: 在 5 与 $ 之 问 是 否 存在 保 长 对 应 ? 
4. Mihi S305 的 方程 分 别 为 r>= (ucostusinp,lnzy 和 r= 
(ücosv,üsin?,9), 证 明 ， 在 五 =v = 的 对 应 下 曲面 S 和 5S 
有 相同 的 Gauss 曲率 ， 但 是 在 5 与 5 之 间 不 存在 保 长 对 应 . 
5. 设 曲 面 $ 和 5 的 第 一 基本 形式 分 别 为 
I-e'"bdu!-c a*(1-r u*)àv], 
I-e''[dB' -b'(1 +043], 
其 中 db. 证 明 ， 在 对 应 =u，5 二 v 下 这 两 个 曲面 有 相同 的 
Gauss 曲率 ， 但 是 恋 对 应 不 是 保 长 对 应 、 
6. 证 明 ， 曲 面 在 一 般 的 参数 系 (u,v) 下 ，Gauss 有 曲率 有 下 
面 的 表达 式 ， 
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7. HERES S, H Gauss 曲率 天 三 0， 则 定理 的 结论 是 


WR: 举例 说 明 . 


SE 
Ẹ 


第 六 章 “ 测 地 曲率 和 测 地 线 


在 这 一 章 我 们 要 研究 曲面 上 更 多 的 内 蕴 性 质 特别 是 研 
究 曲 面 上 的 曲线 的 测 地 曲率 以 及 测 地 线 等 概念 ， 它 们 也 十 在 
曲面 的 保 长 变换 下 不 变 的 ， 


$1. 测 地 曲率 和 测 地 挠 率 


设 曲 面 S 的 方程 是 r=rlu',w), C S bf Ah 

线 ， 其 方程 是 u"=u"(s), Ep s ÆRA ESK. CE 
为 空间 E 中 的 曲线 的 参数 方程 是 

r=r(u' (s), u'(3)), Q) 

在 第 二 章 我 们 已 经 建立 了 尖 昌 线 C 定义 的 Frenet BB 

场 ir aB.yl. dk BAEZA d £X C 的 Frenet fs Ag 

并 没有 顾及 曲线 C 落 在 曲面 S$S 上 的 事实 , 因此 Frenet bs 

架 的 运动 公式 (有 即 Frenet 公式 ) Eb ZR AR & EC BR dio £x C 和 

曲面 S 之 间 的 关系 . 现在 我 们 要 建立 沿 曲 线 C 定义 的 正 

Ac bs Aie, (ECCE A C 和 曲面 S. 将 这 个 标 架 场 记 作 
ir(2:e5.e.«l CH0) ， 使 得 


eG) =F Lec, (2) 

e,(s) —n(3), i (3) 
因而 | | 

eG) ze) x ei(s) nx a(s). (4) 


从 直观 上 看 ,e:(s) C DD IA a(s) =e C) Mh 
面 的 法 向 量 n REARS 所 得 到 的 向 量 ， 与 第 二 章 87 在 平面 
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hé MAATE n AATRE, GESIBLEOS THR 
上 曲线 的 这 种 做 法 与 关于 正面 上 曲线 的 做 法 是 一 致 的 ， 换 言 之 ， 
现在 我 们 着 眼 于 把 平面 上 的 曲线 论 推广 成 曲面 上 的 曲线 论 ， 

我 们 的 首要 任务 是 建立 标 架 场 {rls);ei,e:sest 的 运动 公 
式 、 很 明显 ， 我 们 可 以 设 〈 参 考 第 一 章 84 习 题 7 ) 


dr(s 
ro) Tes 
Se= re 十 Kunes9 
5) 
de, 
AC ~He: t 7,08; 
de, |. . 
"ds = Ke ~ PE, 


Rp en =T ee ITO 恰好 是 曲面 S 上 的 曲线 C 
的 法 曲率 ，x,，r， 都 是 待定 的 系数 ， 由 定义 式 《5》 可知 ， 
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y, Le m Qu FG) PG) (6) 
称 为 曲面 S 上 的 曲线 C 的 测 地 曲率 .另外 ， 
T, =- n= (Axis) en (n 
= (n,n,7), 
称 为 曲面 S 上 的 曲线 的 测 地 拨 率 . 
下 面 我 们 来 求 测 地 曲率 和 测 地 乒 率 的 表达 式 ， 并 且 讨 论 
它们 的 一 些 性 质 ， 首 先 从 (6) 式 得 到 
K, =n: GG) x7(s)) 
=n: La(s) x (GBG)] (8) 
= gn" ys) 
=xcosĝ, 
其 中 6 是 而 线 的 次 法 向 量 与 曲面 的 法 向 2 E 之 间 的 K f. 3 
外 ， €» 的 第 二 式 还 能 写成 
xB(s) —x, e;(s) + &,n, 


所 以 | E 
O =R, (9) 
实际 上 ， 在 第 四 章 $2 我 们 已 经 知道 
&,7— KcosÓ, (10) 


INE Rb qn EE QA MESE 
法 曲率 的 儿 何 解释 可 以 容易 地 导出 测 地 曲率 的 几何 解释 . 
定理 1 it C AERE FE nTa S 上 的 一 条 曲线 ， WC 


-— visto t ol, 其 中 切 平面 的 正 da cula 
S 在 点 了 的 单位 法 向 量 n 给 出 的 . 

”证 明 一 种 延 法 是 写 出 C 的 投 影 曲线 的 方程 ,然后 通 
过 直接 计算 得 到 所 要 的 结论 ， 在 此 ， 我 们 采 上 骸 为 一 种 证 法 ， 
它 以 法 曲率 的 九 何 解 释 〈 第 四 于 8 2 定理 1) 为 基础 。 : 


1n 


设 曲 而 S 在 点 P 
HEE r, AC 
IET LETT. 


影 线 ， 这 些 投影 线 构 成 ， 


一 个 柱 面 ， 记 为 3 CH, 
图 31) ， 那 么 曲线 C 是 
mhi Su S fr zs x, 

S du PiknmnmJ 
Jub S ub NEL SR 
mi CES, SHAHH 


H. "PEL C BS ED IL e db ES i3 5) 
xe, BEES S 的 法 向 最 了 ， 
> EC Ehm s 与 平面 x $57, 


于 是 en 


C EEH C 在 平 


Wir hA Y hi., 由 于 oe 是 曲面 S 的 法 向 量 , 帮 x 是 
曲面 5 piam WAMA hm S EAX, dr Rh RC 是 
曲 而 $ 上 与 C 相同 的 — RaR, 而 且 法 蕉 面 x EK 


是 由 ”给 出 的 ， 即 从 e, 到 e. 的 夹 角 为 二 90 ， 
设 曲线 C 的 方程 是 r—r60, W 


C 作为 曲面 S 上 的 曲线 的 出 地 曲率 x, 


d? 


dst 


RENE 
=C 作为 曲面 S LARRE x, 
,= S$S. 上 与 C 相 切 的 靶 截 线 C 的 法 曲 曲率 
=C 作为 平面 x 上 的 曲线 的 相对 曲率 ， 


上 面 的 最 后 一 个 答 只 是 由 于 第 四 章 32 定理 1. 
现在 我 们 要 讨论 测 地 曲率 的 另 一 个 性 质 ， 它 是 法 曲率 所 不 具 


有 的 . 


定理 2 ”曲面 上 上 任意 一 条 曲线 的 测 地 曲率 在 曲面 作 保 长 变换 


时 是 不 变 的 ， 


1a 


证 明 由 于 曲面 S 上 的 曲线 C 的 参数 方程 是 
r(3)—r(Q'CG),u' (s)), 


所 以 
eG -a() =Z =i E, 
de (s) _ dr p du* du? r d'u* 
ds ds *^ ds ds * ds? 
d'u* du" du^ du* du^ a 
-(E prp, 
(er i ir) tbe art 
办 此 
n= S (s) 
/du p, du ts dut) . 
= (和 tl ep ds ds J 
但 是 
1 2 
故 
du du! 
fte; = ds r,:(nxr) =- ds [ri xr:!, 
1 d 1 
Ttt; 二 学 r;s(nxr,) = ds irix nul, 
因此 


du' (d'v' ; du’ iu^) 
ds ( +r 


n=lnxrl { ds? eg ds ds 


. dw ed v! du^ ary 
ds \ ds? Hlas ds ds j 
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du' d'u’ | du^ du^ 
| ds ds! TP ds ds 
SV Engang" | du? d'u’? D: du^ du^ | 
| ds ds 十 *^ ds ds 
(11) 


由 于 上 式 只 依赖 曲面 的 第 一 类 基本 量 及 其 导数 ， 和 曲线 的 曲 纹 坐 
标 参 数 方程 ， 所 以 «, 在 曲面 作 保 长 变换 时 是 不 变 的 ， 

《lli)》 式 是 比较 复杂 的 ， 当 曲面 上 到 正 交 参数 系 时 ， 曲 面 上 
曲线 的 测 地 曲率 有 比较 简单 的 表达 式 ， 这 就 是 Liouville 公式 ， 
它 有 很 多 应 用 , 

定理 3 dE (u,v) 是 曲面 上 的 正 交 参数 系 ， 因 而 曲 
面 的 第 一 基本 形式 可 以 表示 为 I=Edu:+Gdv:, i$ C; u= 
u(s), v=v(s) 是 曲面 上 的 一 条 曲线 ， 共 中 ;是 线 长 参数 . 
假定 曲线 C ig u- 曲线 的 夹 角 为 9， 则 曲线 C 的 测 地 曲率 
是 


dð __ 1  2inE 1  ÓlnC 


di 2VG 2v cos ê + 2VE ou 


= 
K, 


3 (2) 
证 明 it u-dhi£. v- Hkh Hb xU) E Y X4 a5 o. 
fu a, TA 


a, =VE T.» Q: syg" (13) 
因此 


cos 人 -yE-35. sin 0 一 
ds 


(14) 


因为 。， 是 由 e 一 字 作 正 向 旋转 90 得 到 的 单位 切 向 量 ， 
即 e-nxe, 于 是 


e:= — sinĝf@, + cosba,. 

但 是 | 
dir 

ds? 


Ceos ĝa, + sinĝa.,) 
=( — sinĝa, + cosĝa,) ag 


de, yin gia 
+ cos 0 ds 十 sin ð ds" 


因此 


r=% 430 a (15) 


ds ds v ds | d 
dd, 1 ( Q du, = do 
ds ^" y ECV” teg TH rd): 
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很 明显 ， 


rar. = -~r er, = -12E 
" 2 283v 
r-r = 26 
"* 2 3u’ 
故 得 
dæ, 1 / 1 2E 21 ac . 
ds iet CE 9tuxvé D n0) 
u i àInE 1  231InG . 
一 -于 2v cos 0 t 7E gr sin 8, 
即 
.90 1 9luE | 1 dlnG .. 
d Cs 2VG 29v cos 6 t MES .Ou Tpu n9. 


作为 特例 ， 对 于 uiii A o=o dk u- oi ER dU DU Hb dn 
率 是 一 


x = 1 alng_, 
" 2VG 8» (16) 


对 于 v- LEES Rico Hl £D MU B rl R E 


— 1 alnC 
2WE Qu 7) 
ix FÉ, ZA aD 可 以 改写 为 


aJ . 4 (18) 


K, =g 6noos8 +r, sinô. 
ds 


Ka, 


BURGSUIDCHUGUES. h ARR RADARI E 
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As) 一 ðn du* 一 一 bp du^ 


Qu^ ds ds ^ 
因此 从 《7 ) 式 得 到 
T. —(n,h,f) 
= - b.” SETE Cn, re r,) 


a 2 a 1 
=( -b e n ES ELI 


ds ds ds ds 
uz p Lb D] zpi du' du? 
-vt| b: e + 
(yj 
+o (F) 
注意 到 
Qn 8r apg! = 40 13: m gn 
8 g 9 g £ z , g £ , 
所 以 2 
-b, 5c -gbi-g'bu 
ES £u es | 
E| ba bal 
b, -b, 1 =—g*'b,, gb - gb, - gban 
-二 | £u £u 
lb, b. 
b, =g ba tg ban 
-—| go Be | 
8b, ba^ 
因此 ( du’ y H du' du ( du! ) 
Oi ds ds ds ds (19) 
T, =77 
g £u ga £z 
by b, bys 


从 上 面 的 表达 式 可 以 知道 , 测 弛 乒 率 和 法 曲率 一 样 ,事实 上 只 是 曲 
面 上 的 切 方 向 的 函数 ， 它 反映 的 只 是 曲面 的 性 质 ， 而 不 是 曲面 ~ 
上 的 曲线 的 性 质 ， 特 别 是 ， 曲 面 上 任意 两 条 相 切 的 曲线 在 切 点 有 
相关 的 测 地 挠 率 ， 显 然 ， 测 地 找 率 不 是 曲面 的 内 益 几 何 量 ， 与 第 
四 章 的 主 方向 的 方程 相对 照 容易 发 现 ， 主 方向 恰好 是 曲面 上 使 测 
地 挠 率 为 零 的 方向 ， 因 此 曲面 上 的 曲率 线 怡 好 是 其 切 方 向 总 是 使 
测 地 挠 率 为 零 的 曲线 ， 换 言 之 ， 曲 率 线 的 方 程 是 使 r, 三 0 Bydü 
it. 直面 的 定理 也 是 很 有 意思 的 . 

定理 4 曲面 上 非 直线 的 渐 近 曲线 的 挠 率 恰好 是 曲面 沿 曲 线 
方向 的 测 地 搁 率 . 

证 明 第 四 章 $ 2 的 习题 4 和 上 面 的 公式 (190. 已 经 给 出 了 
定理 的 证 明 。 在 这 里 我 们 来 考察 曲面 上 的 渐 近 曲线 的 Frenet $r 
dH. 在 (5) 式 中 令 x. 三 9， 于 是 


(20) 


UC. ux -Te 
ds s2? 


现在 该 曲线 不 是 直线 ， 故 恒 有 #0, 于 是 {rse', 2e; ee:} 恰好 
是 曲线 的 Frenet 标 架 ， 其 中 e-signw, BE (20) 式 说 明 该 
曲线 的 曲率 为 nl, MERO r 

|» E 


1. 证明， 旋转 面 上 纬 线 的 测 地 曲率 是 常数 ， 它 的 倒数 等 
于 在 经 线 的 切线 上 从 切 点 到 它 与 旋转 轴 的 交点 之 间 的 线段 之 长 ， 
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2. HER: 在 球面 


r — (acosucosv,acosusinv,asinu) 
(- Tu Fo <o<2a ) 上， 曲线 的 测 地 曲率 可 以 表 成 


dg . dv 
5, cds sinu gs 
其 中 0 是 曲线 与 经 线 《 即 u- 曲 线 ) 之 间 的 夹 角 . 
3. 证 明 ， 在 曲面 的 一 般 参数 《u,v) 下， 曲线 u=u(s)， 
v=9(s) 的 测 地 曲率 是 
K QVE z (Bà - Aiti $-5 D, 
其 h g=EG-F, A-IU.(Quüy +2 ub HE ! 32 (DD, B= 
DiQ)c-2D',4à6tP'&QY. 特别 是 ， 贿 数 曲 线 的 测 地 曲率 分 
别 为 
Kg Ve P' (y , LT PR -v gr'a. 

4. 假定 中 是 曲面 S 上 的 保 长 变换 光 成 的 变换 群 ， 并 且 
保持 曲面 S 上 的 一 条 井 线 C mde, WE]. 如果 人 PD 限制 在 C 上 
的 作用 是 传递 的 ， 旭 曲线 C 的 测 地 曲率 必 为 谐 煞 ， 

5. 设 eo e, 是 曲面 在 一 点 的 两 个 徙 此 正 交 的 主 方 向 ， 
对 应 的 主 曲率 分 别 为 x,，#;. 证 明 ， 曲 面 在 该 点 与 e 成 86 角 的 
切 方向 的 测 地 挠 率 是 | 

1 dx,(0) 


r =E Gs - x) sin20 = 


6. 假定 曲面 上 经 过 一 个 双 曲 点 的 两 条 渐 近 曲线 在 该 点 的 
曲率 不 为 零 。 证明， 这 两 条 曲线 在 该 点 的 抄 率 的 绝对 值 相 等 、 符 
号 相反 ， 并 且 这 两 个 挠 率 之 积 等 于 曲面 在 该 点 的 Gauss 曲率 K 
(名 示 ， 利 用 定理 《和 习题 的 结 A. 

7. 证 明 ; &l—-c7;—2Hx, +x=0. 

8. XB. ENADES ANNEER ZMA. 


166 


$2 M 地 oc 


PT di E ook dh cma d pee s Rp He d i E E 中 
的 形状 次 定 的 ， 因 此 海 近 线 和 曲率 线 等 概念 都 不 是 册 面 上 内 草 几 
何 的 服 念 ， 但 是 测 地 曲率 是 曲面 在 保 长 变换 下 的 不 变量 ， 所 以 测 
地 曲率 x,—o0 的 曲线 是 内 萤 儿 何 的 概念 . , 

定义 ”曲面 上 测 地 曲率 恒 等 于 零 的 曲线 称 为 测 地 线 . 

很 明显 ， 于 而 曲线 的 测 地 曲率 就 是 它 的 相对 曲率 ， 所 以 平面 
上 的 测 地 线 就 是 直线 .。 测 地 线 的 概念 是 平面 上 的 直线 的 概念 在 曲 
面 上 的 推广 ， 下 面 我 们 会 从 各 个 方面 来 说 明 这 种 推广 的 含 交 ， 

定理 1 ”曲面 上 一 条 曲线 是 铀 地 线 ， 当 且 仅 当 它 是 直线 ， 或 
ACH Ed I SERERE RE Ha HO s FRI. 

证 明 在 8 1 已 经 知道 Ue 

&,7 40088, 

其 中 5 是 曲线 的 次 状 向 量 和 曲面 的 法 向 量 的 夹 角 .由 此 可 见 ， 
x 一 0 的 条 件 是 “= 0 或 者 cos5= 0. 若 kx=0， 则 该 曲线 是 直 


Tt 


Ht, Xy o0, M| “os5==0， 于 是 8 三 本， 即 曲线 的 主 法 向 量 是 
由 而 的 法 向 量 , 

作为 定理 1 的 应 用 ， 不 难 知 道 旋转 面 上 的 经 线 是 测 地 线 ， 特 
别 是 球面 上 的 大 圆周 是 测 地 线 . 

现在 我 们 考虑 测 地 线 的 微分 方程 . 由 8 1 的 〈5) 式 并 且 参 看 
定理 2 的 证 明 可 知 


d'u” . py du” du^ 
&,e =| qat P "ep ds ) » 
因此 4 三 0 的 充分 必要 条 件 是 
dii du^ du? i 
de ti es ds ds 一 0, ?=1,2 (i) 


这 就 是 测 地 线 所 满足 的 微分 方程 组 ， 
车 引进 新 的 未 知 函 数 o, WRA (1》 便 降 阶 成 为 一 阶 常 
微分 方程 组 ， 
du” 


ds 7? 
av (2 
às = Pago, 


这 是 拟 线性 常 微 分 方程 组 ， 根 据 常 微分 方程 组 的 理论 ， 对 于 任意 

给 定 的 初 值 (ui ,wi ,0;,0;)， 必 有 :之 0， 使 得 方程 组 (2) 有 定 

LEK 《~ 。,e》 上 的 唯一 解 =w), MEWA 
uw’(0)=us, 3) 
du” ， ( 

{ jc (OU. 


如 果 初 值 (v1,v:) 满足 条 件 

gog CU ui wiil, (4) 
则 上 面 给 出 的 解 w*=wr(s》 是 曲面 上 以 :为 浙 长 参数 的 一 条 曲 
£k. 实际 上 ， 如 果 命 


du" du? 
KORTICO TO E EE (5) 
Di 
kd « £ ta s 
Af(s) 85, du” du* du' ,,, iu du 
ds DT ds ds ds ds | ds 
du^ du” du 
S Waart Pee) as ds ag 
aa du” du^ duf 
~ 28al gy ds ds 
EQ, 
3f Hi. 


[(00 50, 
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即 s TDELIMONIVTIMEOL DIE EPOD 

定理 2 对 于 曲面 上 任意 一 点 P 以 及 在 点 P 的 任意 一 个 
单位 切 向 量 p ,在 曲面 上 必 存 在 唯一 的 一 条 测 地 线 通 过 点 已 ,并 且 
以 = Em P 的 切 向 量 . 

平面 上 的 直线 是 具有 上 述 人 性质 的 . 

方程 组 (2) 给 出 的 解 在 (v} 271) 天 0 时 一 定 是 典 面 上 的 正 
则 曲线 ， 而 且 一 般 说 来 该 曲线 的 参数 : 与 曲线 的 弧 长 是 一 次 函数 
的 关系 。 特别 是 当 (4) 式 成 立时 ，:* 是 弧 长 套数， 

车 在 曲面 上 取 正 交 和 参数 系 (,?)， NUR REUS ARR Liouville 


公式 一 测 地 线 的 方程 还 可 以 写成 ` 
| -38 1 an p -22C ing 5 
i dea 26 əv ^^ 2E Ou ^h» 
B f (6) 
Pc VE 一 Cos 8, go -VE 8. / 


有 了 时候 ， ”上 述 方程 的 求解 屁 较 简单 
例 求 旋转 本 r= Cucosv,usino,f(u)) 上 的 测 地 线 。 
解 经 直接 计算 得 到 上 曲面 的 第 一 基本 形式 为 
I-[1-tG'Q)) du + wdv’, 


故 由 C6) 得 测 地 线 方程 为 
0 i 
di u Vif sin, 
du 
"ds. —VTPQ 8 rj] (7) 
了 =+ sing. 
消去 参数 :得 到 
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du = uw (8) 
V itf a) l 
du u 
将 第 一 式 积分 得 到 : 
usinĝ =c. . 《9) 
因此 
cos 0 =V/ 1 -f. tg =- 天 二 c 
àv cevy itf a). 
du — “Vu -c' , 
所 以 
=ot) c KLEL o du (10) 


”我 们 知道 ， 在 平面 上 连结 两 点 的 景 每 线 是 以 这 两 点 为 端点 的 
直线 段 ， 这 个 性 质 对 于 测 地 线 也 成 立 . 我 们 先 简要 地 叙述 一 下 灾 
分 的 概念 . 

设 C. w-—u*G) 是 曲面 S foin, 其 中 ea 和 ss) 
R :是 C 的 弧 长 参数 ， 如 果 存 在 定义 在 [a,b]x (7 e,e) 上 的 
可 微 函数 


u* —u*(s,t), a=1,2, . (11) 

使 得 
u*(s,0) —u*(s), E (12) 

FH. 
u*(a,1) —u*'(a), | u*(b,t) -u*(b), (13) 


Wiss CGD Æi C 的 、 有 固定 端点 的 变 分 ， 在 直观 上， 映射 
《11) 在 曲面 S 上 给 出 一 族 曲 线 C,, 其 中 t6 C7 6,6), "ER HE 
坐标 方程 是 

u*—ut(s)Eu*(s,0)), asb. . - -< (14) 
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条 件 〈12) 说 明 ， 这 族 曲线 包含 C 在 内 ， 即 C=C 条 件 (13) 说 
明 ， 每 一 条 曲线 C, Epi C 有 公共 的 端点 ， 要 注意 的 是 ， 参 数 
s 一 般 不 是 曲线 C, ma ks. 

AU C 是 连结 两 端点 的 最 短线 ， 则 当 C“ 放 ”到 C 的 任意 


一 个 变 分 C, 中 去 时, 都 有 LCC)<LCC,), TERRES IC) 


二 0 ,我 们 现存 要 考察 后 一 个 条 件 意味 着 什么 ? 
首先 我 们 对 C 的 宰 分 作 一 些 考察 ， 命 
uoo! a 
vo (s) EPA (5,0, ` (15) 
v(s) — v'Gs)r Qu Cs), u’ Cs)), 


Rj oCs) 是 曲面 S$ 上 定义 . 
在 曲线 CC 上 的 一 个 团 向 骂 
场 ， 称 为 变 分 (11) 的 向 
B (WERB. MAW 
EA, v*G) 就 是 曲线 
u"(s,t).s— ^T ut ELT . 


eH 32 
处 的 切 问 量 . 条件 (13) N 


说 明 e(a)—9(b)-—0, MAREI s fs A I I ER E t A f ft 
为 零 . 反 过 来 ， 如 果 给 定 了 曲面 S 上 沿 曲线 C 定义 的 一 个 切 向 
量 场 oCs)， 则 可 以 定义 C 的 一 个 变 分 ， 使 它 以 oCs》 为 变 分 向 


Eip. Kiik, REA o 

u” (s, t) =u" (s) t tv*(s). (16) 

很 明显 ， 如 果 oo(o) 一 ze"( 所 =0， 则 上 述 变 分 必 有 固定 的 端点 ， 
TERNI) LC) .假定 曲面 的 第 一 基 本 形式 是 
I-g,,du*du^ Wf C， 的 弧 长 是 ， ` 

LG) V SeeD e DDE PEL as. 

(17) 
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所 以 
d t3 3u” auf 4 
t=] EN REED EP 8s 4 


2g,, Ou" QOu' Qu? 12 8'u* Qu 
" E 9t as 8s ^6 Fsi Js 
= ds 
au* 2 E 
2 Jea a Z ~ 
、 2u* ðu’ = 
因为 。 是 曲线 C, HARSA KR go m | Lig 
以 
a -('lf9g,,,, du* nd .de* du^ d 
dz , I2 7 KE E ds ds j ? 
由 于 
dv” ata der) - ve in) 
Bep ds ds ds Eagt? AG 
zd a du^ — p’ 98.5 du” du^ Tw) 
CT T) e ( Jur ds ds Eag di! /* 
用 分 部 积分 得 到 
aj god 
dl EED Sgan ds mo 
è d?u^ du* du? 
-| eave ( E -D5, ds d I — as. (18) 


现在 假定 变 分 有 固定 的 端点 ， 由 条件 (13) 得 到 ot (a) e* (5) 
zx, ak 


L(C)-— -| Baer” (EED pa d 2s. 


d 
dtl 
(19) 

(18) 式 称 为 曲面 S 上 的 曲线 C 的 弧 长 的 第 一 变 分 公式 ， 而 (10) 


ACE I C 的 敢 长 关于 它 的 有 固定 洲 点 的 变 分 的 第 一 一 变 分 公 A. 
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定理 5 设 C 是 曲面 3 上 的 一 条 曲线 , 则 对 于 C 的 任意 一 个 
有 固定 端点 的 变 分 ， 其 变 分 曲线 的 绝 长 在 曲线 C 达到 临界 值 的 充 
分 必要 条 件 是 C 是 测 地 线 . 
证 明 车 C 是 测 地 线 、 则 有 
247 P guè 
rar ur EE 
E (19) 式 可 知 对 于 任意 的 有 固定 端点 的 变 分 均 有 


d — 
dr ,C= 0. (20) 
反之 ， 假 定 对 于 任意 的 有 国定 端点 的 变 分 ，《20) Xr. HX 
al =en CIT (3x. a du du 
v^(5) = sin F = u d ) 


(21) 

Wü ola) —v*(b) =0. 由 假定 得到 
d | .(* (s ~= Ds d'us a duf du" 
FINO ,sin 人 = Verl as tli ds ) 


d'u^ a dw du? 
arta i 


=È sinD. Cu, yrasso, 
s -ga 
但 是 被 积 式 二 0 ， 故 有 
sin 8. (y) =0, a[s<b. (22) 

于 是 w,—0, Hi C 是 测 地 线 . 证 毕 . 

推论 d OP, Q 是 曲面 5 上 任意 两 点 ， C 是 曲面 5 H&E 
结 P, Q 两 点 的 最 短线 ， 则 C 是 测 地 线 ， 

5 题 
1. 证 有 表 ， 柱 面 上 的 测 地 线 必 定 是 定 倾 曲 线 . 
17$ 


2. 设 曲线 C 是 旋转 而 
T(u,v) — Cf (u)cos v, f (u) sinv, g(u)) 
上 的 一 条 测 地 线 ， 用 9 表示 曲线 C 与 经 线 的 交 角 . 证 明 ， 沿 测 
地 线 C 成 立 恒等式 
f(D) sin0— E 

3. 设 在 旋转 面 上 在 在 一 条 测 地 线 C 与 经 线 交 成 定 角 9， 
JFH.02560', 907. 证 明 : 此 旋转 面 必 为 网 柱 面 ， 

4. MEHR. QD 若 曲 而 上 一 条 凋 线 既是 测 是 线 ,又 是 渐 近 曲 
线 ， 则 它 必 定 是 直线 ， 

(2) 车 曲面 上 一 条 曲线 既是 测 地 线 ， 又 是 nh Kik, MED 
定 是 平面 曲线 . 

(3) 车 曲面 上 一 条 测 地 线 是 非 直线 的 平面 曲线 ， 则 它 必定 
是 曲率 线 . 

5. 证 明 : 若 曲 面 上 所 有 的 铀 地 线 都 是 平面 曲线 , 则 该 曲面 
必 是 全 脐 点 曲面 . 

6. 已 知 曲面 的 第 一 基本 形式 如 下 ， 求 曲面 上 的 测 地 线 ， 

(3) I —v(Cdu! + dv’); 


(2) T = Qu + dv), 


7. WEB): SAh LEET Maik, dE 此 交 成 定 
角 ， 则 该 曲面 必 是 可 展 曲面 . 

8. 证明， 曲面 上 的 dH 地 线 的 挠 率 恰 是 曲面 沿 曲 线 的 切 方 
向 的 测 好 挠 率 ， . 

9. 假定 曲面 S, 和 S. 沿 曲 线 C 相 切 ， 证 明 : GP OC 是 S, 
上 的 测 地 线 ， 则 C 也 必定 是 SS， 上 的 测 地 线 . 

AUR C 是 S， 上 的 曲率 线 或 浙 近 曲 线 ， 又 如 何 ? 
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$3 测 地 举 标 系 


本 节 的 目的 是 宰 用 洞 地 线 构造 曲面 上 特殊 的 参数 系 ， 使 曲面 
的 秆 一 基本 形式 得 到 进一步 的 简化 .所 构造 的 特殊 的 参数 系统 称 
Ais b A. 

首先 我 Mou Dm 上 一 个 区 域 的 测 地 线 族 的 概念 ， 


假定 fi diii SEN GERI >， 如 是 ETR 
一 点 P, 4h i bip - silitas sr Ps. p B 

d Déxk D HRA. 很 明 是 ， 若 将 2 中 的 曲线 限制 在 D 
t. NIE rb EE 3E PU AR FD a P o A CUR 

如 果 Y AUR TIR D 的 测 地 线 族 ， 则 在 D 内 有 的 
IE PLEASE EXC So FERE AS LEES 4 的 讨论 可 知 ， 
在 D 内 的 证 意 一 点 的 一 个 邻 域 内 必 有 参数 系 必 ,2)， 使 得 
Z2. 分别 就 是 w BREM oMi. SX bs b. 测 地 线 族 之 
在 D 上 给 出 了 一 个 可 微 的 非 零 切 向 量 场 ， 它 同时 也 决定 了 一 个 
与 之 正 交 的 可 微 丫 量 场 ， 所 以 第 三 章 $ 4 的 定理 1 说 明了 这 种 参 
AR (uv) 的 存在 性 .这 时 ， 曲 面 的 第 一 基本 形式 成 为 


. I-—Edw + Gdr’. (1) 
由 于 oaghiiENURE, MIINA (16) 得 到 
1 olnE 
Ks =- 2yG v — ^?! 
Bp 
2E(u.v) — 
一 39, ^0 (2) 


RAEG o) RJE u 的 函数 ， 而 与 » 无关， 因 此 可 以 考虑 参 
数 变换 
S 了 人 EC au, 

(y= | 


(3) 
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从 而 使 曲面 的 第 一 基本 形式 成 为 
I-dü'-c6(d,))d9?, (4) 
我 们 有 下 面 的 

定理 1 # X 是 曲面 S 上 上 覆盖 了 区 域 D 的 测 地 线 族 ， 
SEKR Dum x 的 正 交 轨 线 族 ， 则 Doh 任意 两 条 曲线 在 
族 € 中 的 各 条 测 地 线 上 截 出 的 曲线 段 的 长 度 都 相等 . 

证 明 在 区 域 D 内 取 参 数 系 ( ,zt)， 使 曲面 的 第 一 基本 
形式 如 ( 4) 式 所 示 。. 在 E, 中 取 定 两 条 曲线 ， 一 条 是 C:: 8 =， 
另 一 条 是 C:: uu 设 C: 1 一 是 属于 三 的 一 条 典 线 , 它 被 曲线 
C,,C, 所 截 ， 则 所 得 截 线 的 长 庭 是 


NL |= lm -ml 


它 与 v, 的 值 无 关 ， 得 证 . 

定理 2 设 C Rd S 上 连结 P、0 两 点 的 一 条 测 地 线 . 
如 果 C 能 颈 入 到 一 个 测 地 线 族 € 中 去 ， 并 且 S BD RS 
域 D 包含 点 了 和 Q, NI C 是 区 域 D 内 连结 P. Q 两 点 的 最 
短线 . 

证 明 在 曲面 上 取 参 数 系 (i, # )， 使 曲面 的 第 一 基本 形式 
为 《4》。 假定 曲线 C 恰 好 是 曲线 = 0， 而 点 P 的 曲 纹 坐标 
是 (0,0) ， 点 Q 的 曲 纹 坐 标 是 〈1,0)， 其 中 I-LOO). #0 
是 E 所 覆盖 的 区 域 D 内 、 连 结 P,Q 的 任意 一 条 曲线 ， 设 它 
TEE Uu), 9 (0), OKI, H4 


L(C)- MN CUG) »G» I) à 


js [mans 


HAL (CL). 
定理 1 的 - 言 观 意义 是 测 地 线 族 的 两 条 正 交 专线 之 间 的 距离 是 
处 处 相等 的 ， 从 这 个 意义 上 说 这 两 条 正 交 轨 线 是 测 地 平行 的 ， 
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CIT NETT DRWEIE D Dy IEEE MEE 
我 们 介绍 两 种 方法 ， 所 对 应 的 参数 系 分 别称 为 测 地 平行 坐标 系 和 
BHL PAR, 

dE S 上 取 一 条 测 地 线 C， 经 过 C 上 每 一 点 可 作 一 
条 测 地 线 与 曲线 C 正 交 ， 这 些 测 地 线 组 成 的 曲线 族 记 作 X, M 
X GEETA C 的 一 个 邻 域 〈 见 图 33) ， 根 据 前 面 所 述 ， 在 
C 的 邻 域内 可 以 取 寡 数 系 (4,z)， 使 得 是 其 中 的 w- 曲 线 族 ， 
而 C 对 应 于 w=0， 并 且 曲 面 的 第 一 基本 形式 成 为 

I = du’ 4 Glu, v)dr’. 
在 必要 时 经 过 适当 的 参数 变换 (例如 , 命 ?=|1GC055)dv) ,可 使 
是 曲线 C 上 的 绒 长 套数 ,因此 
6€(0,v) =1. 

又 因为 C,u=0 是 省 地 线 ， 故 它 的 测 地 曲率 


_1 21nG 


Ki ant 2 au Bet 


Rp 
Cu(0 ,t) 一 0。 
Vz | 


W 


因此 我 们 有 
定理 3 在 曲面 上 每 一 点 的 一 个 充分 小 的 邻 域内 必 存 在 参数 
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系 (u,v)， 合 得 曲面 的 第 一 基本 形式 成 为 
I =du +G (u,v) dr, 6) 
其 中 函数 Glu,2) 满 足 条 件 ， 


fee. o -1, | 
V2.6, o. | 
CC 


这 样 的 参数 系 称 为 曲面 上 在 恋 扣 附近 的 测 地 平行 坐标 系 . 
很 明显 ， 和 平面 上 的 测 地 平行 坐标 系 就 是 通常 的 第 卡 儿 直角 举 
标 系 ， l 


(6) 


ME, AAE S 上 任意 取 定 一 点 P， 把 从 P 点 出 发 的 所 有 
的 测 地 线 的 集合 记 作 三 .很 明显 ， 在 将 点 P 的 一 个 邻 域 去 掉 点 
P 本 身 所 得 的 区 域内 、 是 一 个 测 地 线 族 《 见 图 34) ， 设 r>0 
是 一 个 充分 小 的 正 数 ， 在 每 一 条 从 点 P 出 发 的 测 地 线 上 到 点 
P HIRKA r 的 点 所 构成 的 轨迹 称 为 以 了 Su dub. Dor 为 半 
BORBE. HAEA P 为 中 心 的 测 地 周 的 集合 记 作 X. 

引 理 从 点 P 引出 的 测 地 线 与 以 点 P 为 中 心 的 测 地 圆 是 
彼此 正 交 的 ， 即 卫 ， 中 的 每 一 条 曲线 是 测 地 线 族 £X 的 正 交 轨 
e. 

证 明 BEU, DRA P 附近 的 参数 系 ， 点 已 HETE 
bs u'—0, a=1,2 RANE 一 基本 形式 是 I 二 gspdu"du?. 用 
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6 记 在 点 P 与 u'- 曲 线 所 成 的 方向 角 . 根据 8 2 的 定理 2 ， 经 过 
BbOP. tj ou -曲线 成 9 ARIWA 线 可 以 记 成 u*—ut(5,0), XB 
s AER EEG, JEH utG.0)4E 5,0 的 vf (REGE. Zo 中 的 曲线 
就 是 9 = 常数 所 给 出 的 曲线 ，2, 中 的 曲线 就 是 * 一 常数 所 给 出 的 
DX. dr C xu Hb £x 6=0, 即 w=w(s,0),0<&sSr， 则 ut— 


ur《s,0) 是 曲线 C 的 一 个 变 分 ,其 变 分 场 为 (3) P GE | 
. =e. 


由 于 u (0,0)=0, ELI v*(0)—0; 而 oC) W E i e B ut— 
u* (,0) (E 0 —osb(fg EUR. RA $29 曲线 弧 长 的 第 一 变 分 公 
式 〈18) ， 我 们 有 


d 1 du^ emr 
-4 LC)= | 
dg P ( a) Eag? ds s.o 
d'u du” du? 4r 
a u re Sv )a 
EZ ( ds! * "^ ds ds : 
一 v? du” | 
Eag ds a 


但 是 每 一 条 测 地 线 Csu =uCs,0),0<s<r MS K BE r 所 
以 号 | ,LCCn) = 0， 于 是 从 上 式 得 到 


=f 


这 说 明 测 地 线 C 与 半径 为 r 的 而 地 加 十 被 此 正 交 的 .证 毕 . 

通常 称 上 面 的 引 理 为 Gauss 引 理 ， 

由 于 了 ,是 I 的 正 交 轨 线 族 ， 并 且 了 是 测 地 线 族 ，s 是 测 
地 线 的 弧 长 ， 因 此 根据 前 面 的 讨论 G, 的 是 点 了 近 堆 的 参数 系 ， 
而 且 曲面 的 第 一 基本 形式 为 

I-ds--6(s,0)46*. (7) 

我 们 想 要 知道 6(s,9) 应 该 具有 哪些 性 质 . E 

Ezo uA P 附近 的 正 交 参数 系 A P 的 坐标 为 
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ye du^ 
Eep ds 


u* —(0, € —1,2. 这 样 ， 曲面 的 第 一 基本 形式 成 为 


I =g, (dw) -+ galdu y, (8) 
并 且 还 能 要 求 gu (0) gs C0) 1. Til Hi Cs, OER P 附近 还 能 引 
进 如 下 的 参数 系 ， 
x' = $cosÜ, 
| (9) 
x = ssing. 


这 样 的 参数 系 称 为 点 了 附近 的 法 坐标 系 ， 因 为 在 这 样 的 参数 系 
下 ， 经 过 点 了 的 测 地 线 方程 x"=x“(s) 是 :的 线性 函数 .假定 
在 参数 系 (x',*’) 下 ， 曲 面 的 第 一 基本 形式 是 


I = ë ,,dx*dx^. (10) 
由 于 

dx! — cosOds — ssinÓd0, 

dx! = sinGds+ scosÓd6, 
所 以 


一 和 dx 十 xda’ 
s 


ds= cosÜdx' + sinbdx: 


(1) 
db 一 cosÜdx!— sinĝdx' _ x'dx’ — x'dx 
s s! 
RA (7) X #5 Q0) 式 比较 得 到 
£o ee) IG: e 
(5! (G — 
n eei) 
~ 2 1.1 G (12) 
do (1- 5) 


zx Qc. GD uu (G» (6 . 
d£. tC -一 人 一 1 «2 (8 1). 


于 是 对 于 所 有 的 a^ 成 立 | 
GC £i- D) m GO" Cl - D. (13) 
下 面 我 们 先 考察 811» gw 在 &* x0, a =1,2 时 的 性 状 。 假定 从 
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P HR, 5j ou HALLO 角 的 测 地 线 方程 为 we 一 ue(s,b)， 其 中 
: 是 弧 长 参数 ， 因 此 
E) 1 ə 3 . 了 x!’ 
EE), meotan -全 2) 


所 以 


fms pee uy (14) 
由 于 uxu l OMANA DA 
8'u*(s,0) a Qu^(s,0) 2u"( 00 . 
— JD M AE 0 


as ^ 
BA 
s! | --reqo)xee. (15) 
因此 由 Taylor 展开 式 得 到 
u*zzu*(s,0) 


e u'(s,0) | ts .2D | B 


, 9'u*(5,0) | 


Fh 
t 2 25? +o 


mart EHD" py (098a e, 


于 是 上 式 给 出 的 从 Cu 到 (xx) 的 变换 是 容 许 的 参数 变换 ， 


并 且 


a (a! PLE (16) 


因此 ， 比 较 ( 8)， GO 两 式 得 到 
,C0) =g, 60) 1, 
B160) = g1:(0) = 0, (17) 
80) = g. (0) 1, 
XX VELIE 坐 标 系 在 点 了 是 正 交 的 . 将 Ku. Eut m PHE 
181 


展开 ， 并 且 利用 重 等 式 〈13) ， 不 难 知道 
ERETICO 二 8): 
Éua-l—ÀQS) v, 
其 中 7 是 常数 ， 并 且 省 略 部 分 是 x, 的 高 于 二 次 的 项 ， 把 (18) 
ARAJE- EWKA 
C (E 一 1) mA), 
E s 


e - 1) -ÀQG e, 


两 式 相 加 得 到 
6. ]-Às 十 oo 
$ 

即 


G=s As e, | 
vc -(1t£s e) 004 (19) 
因此 i 
limy/G =0, lim (C ), =1. 
综合 上 面 的 讨论 我 们 有 
定理 4 在 曲 而 上 每 一 点 的 分 近 必 存 在 参数 系 (*,0)， 使 得 
曲面 的 第 一 基本 形式 成 为 


T=ds’+G(s,0)d0’, (20) 
其 中 函数 COG, OER F: | 
lim GCs,0) =0, lim V 66.8) =1. (21) 


BESART YHB EEA EARR. 
显然 ， 平 面 上 的 极 坐标 系 就 是 测 地 极 华 标 系 ， 
习 B 
1. tihi Bg B JE EGA AI =d t GU, odo, x 
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P" p iMm T ak 形式 为 I = du + G(u, ovs. 并 且 
£i RI 


H 
TOR T S G(,v)-1, C. v) 0. 证 明 ， 
Gu, =l- u KO) +o). » -— 
a， 设 曲面 上 以 总 了 为 中 心 、 以 > 为 半径 mm 
e F t. cs 
kA 工 所 围 的 而 积 是 4» 证 明 ; 点 了 处 的 Gauss 


nr- b,- 


ni r= X 了 


4 常 曲率 曲面 

在 第 四 党 $ 6 我 们 已 经 考察 过 Gauss 曲率 为 常数 的 旋转 曲 
T Gauss  PUVOURRCE RUE A T RE RT 在 本 节 ， 我 们 利 

63 PENR 5 "m Gauss dk K 是 常数 . 在 曲面 上 取 测 地 平 
行 坐标 系 (u,v)， 因 而 它 的 第 一 基本 形式 成 为 
| T=du:+G(u,v)dv’, (1) 
JF-B-€ Qv) Wh X I | i 

G(0,v) —1, 2E (o, v)=0. (2) 

根据 Causs HÆ K HARAKA, ROS 


re i| Ee] 


=- eo. 
所 以 VC 作为 u 的 函数 满足 二 阶 常 系数 齐 次 方程 


(v6). +K VE =0, | (3) 
初 条 件 是 《根据 (2 ) 3O ， 
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VC (0,9)—1, (46 ),(0,v) 0. (4) 
不 难 知 道 ， 根 据 K 的 不 同 符号 ， 方 程 《3 ) 在 初 条 件 (4) F 


G)  K»0, VE =cos( Ku) 

Gi) K=0, VC =1. 

(iii) K<0, VĒ =ch( V- Ku). 
A LE a h RR A ERER | A 

E S 有 正常 数 Gauss HR K, Nil 

I du + (cos K u)'de*; 
Xi S 的 Gauss WRAZ, Mj I =du’ + dv’, 
若 S 有 负 常 数 Gauss 曲率 K, Wl 
I =d + Çehy — Ku)'de*. 

所 以 ， 我 们 有 下 面 的 

定理 1 有 相同 的 常数 Gauss 曲率 的 曲面 在 局 部 上 必定 可 
以 彼此 建立 保 长 对 应 ， 

通过 前 面 各 节 的 讨论 可 以 知道 ， 著 名 的 Gauss 定 理 启 发 我 
们 去 研究 只 县 有 第 一 基本 形式 的 抽象 曲面 。 换 旬 话 说 ， 我 们 所 考 
察 的 曲面 不 再 是 放 在 E' 中 的 一 个 弯曲 的 曲面 ， 而 是 一 个 二 变数 
u, 的 区 域 D， 在 D 1 给 定 了 一 个 正定 的 二 次 微分 形式 

I =E(u,v)du’ + 2F(u,v)}dudv +G (u,v)dv, 

"ER JL fal 3€ V. E dE x G, vo) (du, de) kE. des 
iiti] E4E— SS BS RT UT IRL S (du , dv) fü (Ou, 0v) Zz RIRIH fL dil 
面 上 曲线 w=u(t)，z 三 2(1) 的 长 度 可 以 用 这 个 正定 的 二 次 微分 形 
式 工 护照 第 三 章 $3 的 公式 (13),(16) 进行 计算 .在 这 样 的 抽象 
曲 而 上 ， 有 丰富 的 几何 可 以 研究 ， 其 中 最 主要 的 几何 量 是 Gauss 
坦率 K， 此 外 还 有 曲线 的 测 地 曲率 以 及 测 地 线 等 畦 .在 这 种 
抽象 由 高 中 ， 最 简单 的 是 所 谓 的 党 曲率 上 曲面 ， 它 们 的 第 一 基本 形 
式 完全 由 它 拉 的 常数 Gauss 曲率 所 确定 。 历史 上 从 欧 氏 几何 到 
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非 欧 氏 几何 的 发 展 ， 实 际 上 就 是 从 平面 几何 到 常 曲 率 曲面 上 的 几 
何 的 发 展 ， 更 一 般 地 ， 我 们 有 抽象 曲面 上 的 几何 .在 这 种 推广 过 
程 中 ， 直 线 换 成 了 测 地 线 ， 相 对 曲率 变 成 了 测 地 曲率 ， 根 本 的 不 
同 之 处 在 于 所 谈论 的 “空间 ”的 Gauss 和 曲率 的 不 同 ,也 就 是 “ 空 
间 ” 的 度量 结构 不 同 。 欧 氏 几 何 的 “空间 ”的 Gauss ARIP, 
这 种 “空间 ”是 平坦 的 ， 非 欧 几何 的 “空间 ”的 Gauss 曲率 不 
为 零 ， 因 此 该 “空间 ”是 弯曲 的 。 由 于 Gauss BRISAR El, 
影响 了 “空间 ”中 测 地 线 的 性 状 不 同 ， 也 决定 了 测 地 三 角形 的 内 
角 和 的 不 同 ， 在 $ 6 的 Gauss-Bonnet 公式 清楚 此 揭示 了 这 个 事 
Sk. 下 面 我 们 通过 一 个 例子 来 说 明 常 甸 率 “空间 ”中 的 蛮 地 线 的 
ER. 


Bl 考虑 第 一 基本 形式 为 IT= n - 
mM 


BUS, 


通过 直接 计算 可 以 知道 ， 该 曲面 的 Gauss 曲率 天 是 常数 
e. 当 o>0 时 , 访 抽 象 曲 面 可 以 定义 在 整个 (4,0) 平 面 上 ， 当 <o 
时 ， 该 抽象 曲面 的 定义 域 是 ,e+Te<- É 

it cao, M Imd +dv?， 所 以 这 个 抽象 曲面 就 是 普通 的 平 
面 ， 它 上 面 的 测 地 绕 就 是 普通 的 直线 ， 

设 c>0， 风 这 个 抽象 曲面 可 以 看 作 Er 中 半径 为 ;二 -的 于 
/———— C 


W35, $835 —39 $2136 2) .基体 地 说 ， 这 个 投 影 的 表达 式 
是 


2s 2y 
M m ——————. Uc "Ye ud4l , (5) 


Ye t1 
或 者 
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y% = 


E (u* v) , 


v 


7 一 C 2 2 , 
Pt G +o) |. (6) 
1 1 - 工 CETS) 
ee 
1 tq Tw) | 
在 球面 上 , 测 地 线 就 是 大 圆周 ， 很 明显 ,这 些 大 圆周 在 球 极 投影 下 
的 象 是 Cu v) ETE. ELLE 点 为 中 心 、 以 六 为 半径 HAA C, 
以 及 所 有 的 经 过 圆周 C 的 一 对 对 径 点 的 直线 MAALE). 
很 明显 ， 在 这 个 抽象 曲面 上 任意 两 条 测 地 线 是 彼此 相交 的 。 
在 co dis EXE, del ure - 全 内 赋予 度量 


du! 4- de! 
I= DEED 
[1 十 U + v) 


的 抽象 曲面 称 为 Klein 圆 ， 可 以 证 明 ， 在 Klein M 内 的 测 地 线 
ABA SB ww 十 一 ~- 正 交 的 回击 或 直径 《 见 图 37) ， 很 明 


显 ， 过 “直线 ”外 一 点 可 以 作 无 数 条 “直线 ”与 已 知 “ 直 线 ” 不 
Hio. 因此， 在 Klein AA, KRILA “FIAR” Gh: it 
直线 外 一 点 所 引 的 与 该 直线 平行 的 直线 不 能 多 于 一 条 ) 不 再 成 
立 . Klein 圆 是 非 殉 几何 的 模型 ,在 第 四 章 86 我 们 0:22 知道 伪 
球面 有 负 的 常数 Gauss 曲率 ， 所 以 非 欧 几 何 可 以 在 伪 球面 上 实 
A. 


习 » 

L 试 在 测 地 极 坐 标 A 下 写 出 常 曲 率 曲面 的 第 一 基本 形 
$, 

2. 证 明 ， 在 常 曲率 曲面 上 ， 以 点 P 为 中 心 KURERE 
常 测 地 曲率 . 

3. 已 知 常 曲率 曲面 的 第 一 基本 形式 是 
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| du! E sin!(/K u)dv, — K50, 
I=; | 


du’ — ic" Q/-Ku)àve, K<0. 


证 明 ， 该 曲面 上 的 测 地 线 可 以 分 别 表示 为 ， 
Asin(V Ku)cosv + Bsin(y/Ku )sinv-- Ccos(y/ K u) —0, 
k mE 
Ash(1/ - K u)cosv-- Bsh(y/ — K u)sino 
二 Ceh( y/ - Ku) 0, 
其 中 4,8,C 是 不 全 为 零 的 常数 ， 
du! + d! 


. 4. 试 求 Klein El: u! d vi«C1, - I-—n-qgsyj 
的 测 地 线 ， 
5. Wok 
。 2p u du! + dv? 

Klein B. u te «1, Imre) 
和 

: Poincaré ESFE, y 0, Ier Ta 
之 阅 的 保 长 对 应 . | 


6. 第 一 基本 形式 如 下 的 曲面 都 具有 常数 Gauss 曲率 
-l. 坛 求 它们 之 间 的 保 长 对 应 ， 


a’ 


(70 rrr (9250) 
(2 I=du Je” Edo’, 
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(3) I-dw' ch! dp, 


$5 曲面 上 向 量 场 的 平行 移动 


本 节 我 们 要 狗 述 曲 面 上 的 内 苑 几 何 的 一 个 十 分 重要 的 概念 ， 
即 曲 面 上 的 一 个 切 向 量 沿 一 条 曲线 的 平行 移动 ， 为 了 容易 理解 起 
见 ， 我 们 在 E 中 的 曲面 下来 考虑 ”但 是 ， 这 些 讨 论 可 以 推广 到 
具有 Cay 曲面 上 去 . 

是 五 : 中 的 一 个 曲面 ， 它 的 方程 是 rsr "m 
xa EXE S 上 的 一 个 切 向 量 场 , 所 以 DEBER 
下 可 以 表示 成 

Xu) —x*(u! wr, (u, u’). , (1) l 
如 果 xr lu' u ERAR, MERDE Xu, w ER. 
把 XQ,w) 看 作 空 间 E 中 定义 在 曲面 S 上 的 向 量 场 ， 微 分 
dX (uw',w?) 当然 是 有 意义 的 ， 从 直观 上 看 ，dX(w',w) 是 向 量 场 * 
EER PNA wU; + da ,u* + du) fr 18 27 25, 

Bp 
dX(u',u*) - X(u'-du'w + dut) - X(i!,u!), 
ELES EH, WAAT FERE A H E RE RE AE E REA DAL DR EE T 
WEEE E 中 的 向 量 ， 因 此 通过 E 中 的 平行 移动 把 这 两 个 向 
量 的 起 点 变 成 周一 个 点 。 但 是 一 般 说 来 ， 向 量 Xe ,ww) 不 再 与 
曲面 S 相 切 了 ， 实际 上 ， 由 《〈1 7) 得 到 : 
dX (u! ,u!) = da*r,-* x*dr, 


— (dx" + xfr" ,,du?)r, + x"du^b, pn. (2) 
为 了 从 Xu w S 的 切 向 量 ， 只 要 将 uid uf S. 
的 切 空间 上 作 投 影 即 可 ， 
定义 1 4 
DX ,u') z (àXQu' ,u*))!, 0 (3) 
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其 中 了 表示 向 S ERU ,ww) 的 切 空 间作 正 交 疫 影 。 我 们 把 DX 
RADARA X(u',w’) 的 绝对 微分 . 
由 (2) 式 可 知 ， 
DX (u'u?) = Cdx* + ,. x^ du^)r,. (4) 
f 
Dx* = dx* + £77 ,,x^du*, (5) 
则 
DX -—-Da'r,. (6 
我 们 把 De RAED X MEE x" 的 绝对 微分 . 
从 表达 式 〈4) 立即 可 得 下 面 的 
定理 1 曲面 S 上 的 声 向 量 场 的 绝对 微 分 在 曲面 的 保 长 变 
换 下 是 不 变 的 ， 即 ， 如 果 oS 一 5 是 保 长 对 应 ， 则 对 S 上 的 
任意 一 个 可 微 的 切 向 量 场 X 成 立 
' o,(DX)=D(0,X). (7) 
证 明 在 5 和 # 上 取 适 用 的 参数 系 ， 使 得 是 曲面 9 和 
Š 上 有 相同 参数 值 的 点 之 间 的 对 应 ， 并 且 o, 把 SS 上 的 自然 基 
底 向 量 映 为 5 上 对 应 的 自然 基底 向 量 ， 因 此 X 和 o.X 关于 各 
自 的 自然 基底 有 相同 的 分 量 xt (uus). KAEA EEG, i 
S 和 5$ 在 对 应 点 有 相同 的 第 一 类 基本 量 ， 因 而 有 相同 的 Christo- 
ffe 记号 ， m (O 式 可 知 ，DX 和 DCX) 关于 各 自 的 自然 
基底 有 相同 的 分 量 ， 因 此 (7) ARY. WE. 
定理 2 曲面 5 上 的 切 向 量 场 的 绝对 微分 有 下 鹿 运算 法 出 ， 
G)  D(X+Y)=DX+DY, 
GD D(f.X)-af-X-f-DX; 
Gi) d(X.Y)-—DX-.Y.-X-DY, 
其 中 X,Y 是 曲面 :5 上 任意 两 个 可 微 的 切 向 量 场 ， f 是 定义 在 
S 上 的 可 微 函 数 . 
定理 2 说 明 绝 对 柚 分 D 具有 普通 微分 d 所 具备 的 相同 的 过 
算法 则 .证 明 留 给 读者 自己 完成 . 
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设 Ci 一 (9 是 曲面 S 上 的 一 条 曲线 ， 假 定 XORA 
S iib C acide DU ROS. saris nto, IO gum 


曲线 C 定义 的 向 量 场 ， 但 是 一 般 说 米 SECO 不 再 是 曲面 sos 
mia. DTEP S RRR C 定义 的 D 向 最 场 ， 只 要 
IX CO 投影 到 曲面 S 在 对 应 点 的 切 空间 就 行 了 . 


定义 2 f 
DXO) (SEO 
apo 小， (8) 


我 们 把 2 人称 为 曲面 S 的 切 向 量 场 XOR R C HARR 


商 . 
车 设 
XQ) =x Gr, u Ga) we G), (9) 
则 有 | 
dX(1) /dx pma s du* , du? 
Tare Tar Jr- t bapt" gyn 
所 以 根据 定义 得 到 
DX() _/ dx" a s du” 
— ud "EE: re (10) 
für 
Dx” ON dx“ e) e = EO, 
一 六 -+r pyx” (7 (11) 


称 之 为 分 量 POLES Tod. E. 


DX() Ds* Dx Q), 
. dt d o7 (12) 


很 明显 ，2X (在 曲面 s 的 保 长 变换 下 是 不 变 的 ， 并 且 算 子 卫 
具有 定理 2 所 述 的 运算 规律 ， | 


， 类似 地 , 车 x*(uw',w') 是 定义 在 曲面 S 上 的 切 向 量 场 的 分 量 ， 
t . 
M x^, (13) 


a — 
x 70 


9x? 
2 


则 C5) 式 可 以 写成 

. Dx* = x°, du”. (14) 
我 们 把 xt. WH xn 的 绝对 微 商 ， 

定义 5 设 X(D 是 曲面 S 的 沿 曲 线 Cu 二 ze(D 定 义 的 切 

向 量 场 ， 如 果 了 4 =:0， 则 称 切 向 量 场 X(D) 沿 曲线 C 是 平行 


的 ， 
由 (11) RTA, SEE XG) 沿 曲线 C 平 行 的 充分 必要 
条 件 是 它 的 分 量 (OWED DRA 


SEE Dau e -0, a-—1,2. (15) 


这 是 一 阶 线性 齐 次 常 微分 方程 组 .根据 常 微 分 方程 理论 ， 对 于 给 
定 的 可 微 曲 线 C.u*-u*(), ax, AR 给 定 的 初 值 x?， 方 
FH (15) 有 唯一 的 一 组 解 

x"—x'(D, aib, (16) 
使 得 


Y(t,) =% (17) 
其 中 ti。 是 区 间 [a,5] 中 的 一 个 因 定 点 . 我 们 把 向 量 场 XC)= 
XCD)reAWiG) w 0) 3529 S. Ed DII AE xir QI Gv) 
沿 曲 线 C 平行 移动 所 产生 的 切 向 量 场 . 
因为 (15) 是 线性 齐 次 方程 组 ， 所 以 它 的 解 的 全 体 构 成 一 个 
HEZE, CS SfEr. 的 切 空 间 同 构 ， 其 中 r, =r t) u G). 
用 几何 语言 说 ， 上 面 的 性 质 表 明 :， 曲面 S 上 的 切 向 量 沿 曲线 C 
的 平行 移动 在 曲面 S 沿 曲 线 C 的 各 点 的 切 空间 之 间 建 立 了 线性 
Ig. 另外 ， 由 定理 2 的 (ii 巷 可 知 ， 若 XO YO) SE 
沿 曲线 〔 平行 的 切 向 量 场 ， 则 
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3 (x cy rone PXO. yq) cao. DYO =0， 


这 说 明 X OYO 是 常数 ， 即 切 向 量 沿 曲线 .C 的 平行 移动 保 
持 切 向 量 的 内 积 不 变 ， 综 上 所 述 ， 我 们 有 下 面 的 
定理 3 WE C.u—uQ) Kib 是 曲面 S 上 连结 点 4= 
Cu (a), u Ca S B=(w(b),w(b)) 的 一 条 可 微 曲线 用 P。 
表示 曲面 S 上 的 切 向 量 沿 曲线 C 从 =a 到 1=6 的 平行 移动 ; 
则 
了 7.S 一 了 9 
是 从 切 空间 TS 到 TS 的 等 距 同 构 ， 
从 绝对 微 商 的 定义 直接 可 得 下 面 的 定理 
定理 4 Wt E 中 两 个 曲面 S. 和 S. 沿 曲线 C 相 切 . Wi 
X() 是 这 两 个 曲面 的 沿 曲 线 C 定义 的 切 向 量 场 ， 则 . 
DX) DX() 
dt dro 


$ 


Q0, 
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5 (t 


) 
其 中 心 ， 岂 分 别 表示 曲面 S.S. Mii C 的 绝对 微 商 算 子 . 


由 此 可 见 ， 当 S, 与 S, 沿 曲 线 C 相 切 时 ，5, 的 切 向 量 沿 
曲线 C 的 平行 移动 与 S, 的 切 向 量 沿 曲 线 C 的 平行 移动 是 一 回 
事 ， 特 别 是 ， 曲 面 S, 沿 曲 线 C 的 切 平 面 族 的 AES. 是 一 
个 可 展 曲面 ， 它 自然 与 S 沿 曲 线 C dH HU). 然而 S. 可 以 与 平 
面 建立 保 长 对 应 ， 所 以 曲面 S， 的 切 向 量 沿 曲线 C 的 平行 移动 
可 以 化 为 平面 上 的 平行 移动 . 

例 WES OE 中 的 一 个 单位 球面 5 是 一 个 锥 面 ， 并且 
Sn S WAJA C 相 切 〈 见 图 38(a ))， 考 察 球 面 的 切 向 量 沿 加 
周 C 的 平行 移动 . 

MOX 是 球面 S 在 点 PeC 的 一 个 切 向 量 ， 则 X 在 S 中 
沿 曲线 C 的 平行 移动 与 X 在 5 中 沿 曲 线 C 的 平行 移动 是 一 样 
的 ， 然 而 锥 面 $ SPRE EED. WOA C 的 半径 为 7,, 则 当 锥 
TS 展开 成 平面 时 得 到 一 个 阅 心 角 为 < 一 2x. V 1-r 的 扇形 
〈 见 图 38(b )) . 如果 切 向 量 X 与 曲线 C 的 夹 角 是 9， 则 当 
X 在 5 中 沿 曲 线 C 平行 移动 一 周 所 得 的 切 向 量 与 C 的 夹 角 是 
09- a=0 2x，V1-~ri. 由 此 可 见 ， 切 向 量 在 曲面 LEHA 
曲线 平行 移动 一 周 的 结果 与 原 切 向 量 一 般 是 不 重合 的 。 切 向 量 沿 
闭 曲线 平行 移动 一 周 所 得 的 转角 与 曲面 的 Gauss 曲 RAX, 
细 的 情形 可 看 下 一 节 . 

有 了 绝对 微 商 的 概念 之 后 ， 曲 线 的 测 地 曲率 的 定义 就 和 平面 
曲线 的 相对 曲率 的 定义 统一 起 来 了 ， 设 曲面 S 上 的 曲线 C 的 方 
BE u=), Xp s 是 弧 长 参数 ， 则 曲线 C 的 测 地 曲率 是 


Me e c PRO = ds ds (18) 
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xD. 
特别 是 ， 测 地 线 的 微分 方程 成 为 
D/ dr \ 
H-5 )=0, (19) 
或 者 是 
D/du^V u 
Pèl eo a=1,2 (20) 


FADARE ERSE E AAE IR ER Fc h i rp o tl E A 
是 平行 的 曲线 ， 简 称 为 自 平 行 曲线 ， 这 正 是 “平面 上 的 直线 是 其 
切 方向 不 变 的 曲线 ”的 推广 . 
习 题 
1l. WEH: 车 x"==x"(w',w?) 是 偏 微 分 方程 组 
ax* 
A 
的 非 零 解 ， 则 〈i [zx 是 非 零 常 g Gi) X=x° (u'u) 
“retu 是 曲面 上 的 切 向 量 场 ， 它 沿 曲面 上 任意 一 条 曲线 是 平 
行 的 . 
2. 证 明 ， 在 曲面 上 存在 一 个 非 零 的 ,与 路 径 无 关 的 平行 切 
向量 场 ， 当 且 仅 当 该 曲 曾 的 Gauss WEHR. 
3. WEH: dhiii S 上 的 u-- 曲线 的 单位 切 向 量 沿 曲 RC: 
uu) 是 平行 的 充分 必要 条 件 是 沿 曲 线 C 成 立 
du” 


Du = (Ba). 


一 一 有 pr 


$6 Gauss-Bonnet 公式 


在 $4 我 们 已 经 提 到 过 ， 在 欧 氏 平面 上 成 立 的 平行 公设 在 
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Klein 圆 ( 负 常 曲率 则 面 ) 内 不 再 成 立 了 ， 与 之 等 价 的 是 ， 在 欧 氏 
笠 面 儿 何 学 中 的 “三 角形 内 角 之 和 等 于 180"” 的 事实 在 Klein 
圆 内 就 不 再 为 真 的 了 。 本 节 我 们 先 讨 论 一 般 的 Gauss-Bonnet 公 
式 ， 然 后 作为 特例 研究 曲面 上 的 测 地 三 角形 的 内 角 和 . 

在 第 二 章 8 7 我 们 已 经 叙述 过 分 段 光滑 的 简单 闭 曲线 的 概 
S. 现在 假定 C 是 曲面 Sir—r(u',w) 上 的 一 条 分 段 光 滑 曲 
线 ， 它 的 方程 可 以 写成 usus), =w), Sb s RE GG 
Z3, OG. 于 是 必 有 一 个 分 割 0=s, 之 5 之 … 之 s, 二 L， 使 
得 u*G)| «,..,, ,是 光滑 函数 ，s==s,,…,s,-， 就 是 曲线 C 的 角 
点 ， 若 u (0)=u (L), M C 是 封闭 曲线 ， 一 般 来 说 ，s=s 也 
是 曲线 C 的 一 个 角 点 。 所谓 C 是 简单 的 ， 就 是 C 除了 在 端点 
55,5, JACOBI B OSA. 

定理 1 假定 曲线 C 是 曲面 S 上 的 一 条 分 段 光滑 的 简单 
闭 曲线 ， 它 所 包围 的 区 域 D 是 曲面 S 上 的 一 个 单 连 通 区 域 ， 
则 o 


È, vds +) kao-2n 537 (1) 
其 中 x 是 曲线 C 的 测 地 曲率 ，K 是 曲面 5 的 Caus 曲率 ， 
了 <， 表示 曲线 C 在 各 角 点 的 外 角 之 和 |. 


证 明 ”我们 分 几 个 步骤 来 证 明 这 个 定理 . 首先 假设 C 是 过 
续 可 微 的 简单 闭 曲 线 ， 它 所 包围 的 单 连通 区 域 D 落 在 曲面 的 一 
个 坐标 域 U, 内 .假定 xy) 是 正 交 系 ， 于 是 曲面 的 第 一 基 
本 形式 为 
, I-Edw +Gdv. (2) 
ithik C 的 方程 是 u—u(s), w—v(2, s 是 绝 长 参数 .用 9(s) 
表示 曲线 C 与 u- 曲 线 在 :处 所 成 的 方向 角 ， 则 由 Liouville 公 
式 得 到 
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.40 1  2lE cos Q + 1  21InG 
* ds 2VG 28v 2WE Ou 


将 x, 沿 曲线 C 积分 ， 得 到 


- EE" 
中 «a6 20 ( 3VG 2» cos 0 


1 21nG 
2VWE Qu 


=$. 4646 (-^5 GP. "du CY 2.4), (3) 


sin 6. 


K 


sin 0 )as 


vV E 


在 上 面 的 第 二 个 等 号 中 利用 了 公式 VE -=cos 9， YE- 到 


二 sin 0 . 根据 Green 公式 ， 后 一 个 积分 是 


b(t Ee) 
=f { cE x) + Ee) Judo 
z= -f Kdo. | (4) 


因为 9 是 曲线 C u 曲线 所 成 的 方向 角 ， 故 能 够 取 8 的 连续 
分 支 ， 并 且 6 的 连续 分 支 是 s 的 可 微 函 数 ， 所 以 中 do 是 0 的 一 


个 连续 分 支 在 起 、 终 点 的 值 之 差 ， 它 必 是 3x 的 整数 倍 ， 此 外 ， 

当 曲 面 的 第 一 类 基本 量 E, C 作 连 续 变化 时， 积分 中 46 的 值 
也 必然 作 连 续 的 变化 ， 因 而 它 的 值 在 E,C 作 连 续 变化 时 是 不 变 
的 . 现在 E>0，G>0， 因 此 E, C 可 以 保持 正 值 连续 地 变 为 


1 ， 实 际 上 只 要 取 E,-14:(E-1), G,- 14:06 - 1). 这 样 ， 当 
:—0 时 ，C 成 为 平面 上 一 条 简单 六 曲线， 并 且 C 的 定向 与 区 域 
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呈 的 定向 是 协调 的 ， 改 由 旋转 指标 定理 得 到 
$ dà =21. (8) 
综合 上 面 的 结果 得 到 
$. uds |] Kao = 2a. (6) 
如 果 C 是 分 段 光 滑 的 简单 闲 曲线 , 它 在 各 角 点 的 外 角 是 ap 
1ssissm， 则 由 旋转 指标 定 王 得 到 
中 a0 + a, 一 2m C7) 


于 是 《3) AHR, iit . l 
$ seq Kdo =21- S a, (8) 


现在 假定 区 域 D 不 能 包含 在 一 个 坐标 域内 ， 但 是 总 可 以 把 
D 分 制 得 充分 细 ， 使 得 每 一 个 小 块 包含 在 一 个 正 交 MA bg 域内 ， 
而 且 每 一 小 块 的 边界 曲线 是 分 居 光 滑 的 简单 闭 曙 线 ， 因 此 (8) 
式 对 二 这样 的 每 一 小 块 曲面 成 立 . 现 在 假定 使 (3) 式 成 立 的 两 小 块 
单 连通 区 域 有 公共 的 边界 ， 则 区 域 所 赋予 公共 边界 的 定向 恰好 是 
相反 的 ， 所 以 测 地 曲率 x， 在 公共 边界 上 的 积分 是 相互 HE BiU 
( 见 图 39) .从 图 上 可 以 看 出 ， 将 公式 〈8》 用 于 区 D,D, 
把 这 两 式 相 加 ， 最 终 仍然 得 到 用 于 区 域 D +D, 的 公式 (8) ， 


0) €^ qv Ce (0 a / 


Spese 
A e Y Ze 
Gs 
EO Lad s 
《7) TA 


o 9 — («Q 
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实际 上 ，D, +D， 的 边界 是 由 ,CCC C. C. RRE Hä, 
表示 C, 与 C, 所 成 的 外 角 . 用 a, 表示 C, 与 C. 所 成 的 外 角 ， 
则 有 

GG. 3-RÓ, a, ta; = Ar, (9) 
所 以 将 区 域 D,D, 的 Gauss- Bonnet. 公式 (8) 相 加 得 到 
xd, ff Kao 


. *tC3tC4tCo tCga 4 Cy 
1 2 à D1*D3 


=2n - (u, ta: +, ta, +a +ã), (10) 
此 即 关 于 区 域 了 +D, 的 Gauss-Bonnet 公式 (8) ， 将 各 小 
块 逐 块 并 合 起 来 ， 最 后 得 到 (G) 式 对 于 整个 区 域 D 是 成 立 的 . 
us. 

An C 是 出 油 地 线段 组 成 的 分 段 光 宰 的 简单 用 曲线 ， 它 包 
围 了 曲面 上 一 个 单 连 通 区 域 了 ， 则 称 C 是 曲面 上 的 测 地 多 边 
X. 特别 是 当 C 由 三 段 测 地 线 组 成 的 肝 候 ， 称 C 是 测 地 三 角 
形 。 对 于 测 地 多 边 形 ， 由 于 x 二 0， 所 以 由 (8) XH 


Da 2x -J Kao, | ^ QD 


对 于 测 地 三 角形 ， 上 式 可 以 进一步 写成 
B. Bero a + fÈ tes (12) 


Jb P END 三 角形 的 内 角 ， 有 =- eu 
车 C 是 常 曲率 天 的 曲面 上 的 测 地 三 角形 ， 则 (12》 式 成 为 
B, Bi B, K AQ), (13) 
其 中 4(D) 表示 区 域 D 的 面积 ， 当 K>0 Bb, BB. B 
m £j K<o Bb, B. B. Bons MH. 
IG. Bi E - 1 IK] AQ). 
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由 此 可 见 ， 所 谓 欧 氏 几 何 与 非 欧 几何 的 分 里， 从 微分 几何 角度 来 
看 ， 在 于 “空间 ”的 曲率 是 否 为 零 . 

公式 (03) 在 三 1 的 情形 ， 是 球面 三 角 学 中 熟知 的 公式 ， 
并 且 能 够 很 简单 地 得 到 证 明 . 后 来 ，Gauss 把 〈13) AR AH 
面 土 任意 一 个 测 地 三 角形 的 情形 . 接着 Bonnet 又 把 Gauss 的 
公式 推广 到 曲面 上 任意 一 个 曲线 多 边 形 的 情形 。Causs-Bonnet 
公式 在 整个 〈 紧 致 的 ) 曲面 上 的 推广 成 为 


P Kdo —2zx(S), (14) 


其 中 x(S) 是 曲面 S 的 Euler 示 性 数 ， 它 的 意义 在 于 把 曲面 
的 拓 提 不 变量 和 微分 几何 的 不 变量 《Gauss HE) 联系 了 起 来 ， 
把 全 局 的 量 和 局 部 的 量 联系 了 起 来 ， 我 们 知道 Gauss 有 曲率 K 在 
曲面 的 保 长 变换 下 是 不 变 的 ， 然 而 在 非 保 长 的 变换 下 一 般 是 要 改 


变 的 ,但 是 (14) 式 说 明 ， 积 分 帮 天 ac 与 曲面 的 第 一 基 本 形式 


无 关 ， 它 在 曲面 S 的 同 胚 映射 下 是 不 变 的 .公式 (14) 在 高 维 
情形 的 推广 是 现代 微分 几何 学 发 展 的 一 个 原动力 ， 

最 后 我 们 用 Gauss-Bonnet 公式 来 研究 曲面 上 的 切 向 量 沿 闭 
曲线 平行 移动 一 周 所 产生 的 转角 ， 再 次 说 明 Gauss Hh 率 在 产生 
这 种 转角 时 起 到 了 本 质 的 作用 ， 

假定 曲线 C 围 成 单 连通 区 域 D， 它 被 正 交 参数 系 (o) 所 
复 盖 ， 因 而 曲面 的 第 一 基本 形式 为 


I= Edu’ + Gdr’, (15) 
für ] Zu 
=- r, " 2 一 m. F,$ C ) 


则 {r;a a) 是 曲面 上 的 单位 正 交 切 标 架 场 ， 设 曲线 C 的 方程 
是 ucu(s), v-v(s) XG) 是 沿 曲 线 C 平行 IMER, 
于 是 可 会 
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XC) — cos c5) a, QuG) v (52) . 
+ singls) auls) o) —— (17) 
这 里 p(s) 就 是 切 向 量 X(s) 5 u- 曲线 所 成 的 方向 角 ， 由 于 大 
的 平行 性 ， 故 有 


0 QDXGO»). dp (~ sinpa + cospas) 
ds ds IDEE 


Da, 


Da, » 
十 cos 9 "ds sin 9 ds 


因此 


^d . Da . œ DO 
-ZP - (singa, - cosga, )- (cos p "ds sin P 28s) 


= -De T (18) 
另 一 方面 ， 用 e Wht C 的 单位 切 向 量 ， 命 ecne, 
即 e, 是 将 e， 按 正 向 旋转 90° 所 得 到 的 单位 切 向 量 ， 用 6 表示。， 
与 u- 曲 线 所 成 的 方向 角 。 于 是 
e, = cos0a, + sinda,, 
€e;7— — sinĝaæ, + cosa, 


由 $5 的 〈18) 式 得 到 


t. (19) 


比较 08, 09) 两 式 得 到 


dð__ _ dp 
ds Ke ds ' (20) 


分 别 取 9 和 9? 的 连续 分 支 ， 将 (200 式 在 曲线 C 上 积分 ， 则 得 
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e) - 9(0 = 中 do 


中 de- 中 «ds 

[A t 

= às -中 & ds. 
£ 


Et Eha CME., AA Gauss-Bonnet 公式 (6) 得 到 


f 


e) - «(0 - V Kao, (21) 


因此 ， 当 单位 切 向 量 X 绕 阐 单 闭 曲 线 C 平行 移动 一 周 回 到 原 
处 时 所 转 过 的 角度 恰好 是 曲面 的 Gauss 曲率 在 曲线 C 所 转 的 单 
连通 区 域 上 的 积分 .注意 ， 《21》 式 在 C 是 分 段 光 渭 曲线 的 情 
形 也 成 立 ， 但 是 C 所 力 的 必须 是 曲面 上 的 单 连通 区 域 . 
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第 七 章 ”活动 标 架 和 外 微分 法 


在 前 面 各 章 ， 我 们 已 经 对 于 曲线 和 曲面 的 局 部 性 质 作 了 比较 
充分 的 讨论 . 本章 要 介绍 活动 标 架 和 外 微分 法 ， 一 方面 是 介绍 近 
代 微 分 儿 何 的 一 种 重要 的 研究 工具 ， 另 一 方面 也 对 曲面 的 局 部 理 
论 作 一 个 系统 的 总 结 ， 从 而 提高 我 们 对 于 曲面 理论 的 认识 ， 

通过 前 面 的 讨论 ， 我 们 已 经 体会 到 附属 于 曲面 的 标 架 场 的 重 
要 性 ， 只 是 与 曲线 论 的 情形 不 同 ， 在 讨论 曲面 的 时 候 只 用 曲面 的 
自然 标 架 场 ， 它 不 是 由 曲面 内 在 确定 的 ， 而 是 与 曲面 上 参数 的 选 
择 有 关 ， 但 是 这 种 标 架 是 通过 曲面 的 参数 方程 的 直接 求 导 、 再 通 
过 代数 运算 得 到 的 ， 因 而 用 起 来 是 方便 的 ， 一 个 自然 的 想法 是 ， 
在 研究 曲 而 论 时 也 应 该 用 正 交 标 架 但 是 ， 一 般 说 来 ， 曲 面 上 的 
正 交 标 架 场 不 可 能 是 曲面 在 某 个 参数 系 下 的 自然 标 架 场 ， 即 使 我 
们 在 井 而 上 取 正 交 的 曲率 线 网 作为 参数 邮 线 网 ， 也 只 表 保 证 所 得 
自然 标 架 的 正 交 性 . 由 此 看 来 ， 如 果 我 们 在 曲面 上 取 正 交 标 加 
场 ， 则 这 种 标 架 场 与 参数 系 只 能 保持 松弛 的 关系 ， 并 且 这 种 标 架 
可 以 差 一 个 转动 (所 谓 活动 标 架 的 含义 即 在 于 此 ) 曲面 上 的 几 
何 量 可 以 用 正 交 标 架 来 表示 ， 但 是 应 该 与 标 架 场 的 选取 无 关 ， 于 
是 我 们 考虑 的 不 只 是 沿 参数 曲线 方向 的 导数 ， 而 是 沿 曲 面 上 任意 
一 个 方向 的 微分 ， 所 以 要 研究 曲面 上 正 交 标 架 场 的 微分 的 公式 ， 
需要 学 习 所 谓 外 微分 的 运算 . 

活动 标 架 和 外 微分 闪 是 大 几何 学 家 E. Cartan 发 扬 光大 的 ， 
现在 已 成 为 研究 微分 儿 何 的 有 力 工具 ， 我 们 在 这 里 只 初步 介绍 外 
微分 法 的 理论 ， 重 点 在 于 它 在 曲面 的 局 部 理论 中 的 应 用 . 
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&ü 外 形式 


本 节 作 一 些 代 数 上 的 准备 ， 介 绍 外 形式 和 外 代数 的 概念 ， 设 
V 是 n 维 向 量 空间 ， 在 其 中 取 定 一 个 基底 {6,,…,6,}， 则 空间 
V 中 的 任意 一 个 元 素 x 就 能 够 唯一 地 表示 成 6,,…,6, 的 线性 
组 合 ， 设 . 
OX AO, t b x0, x is 02. (1) 
右 端 用 了 Einstein 的 和 式 约定 ， 在 本 节 我 们 规定 所 有 指标 i 
jk l 的 取 值 范围 是 从 1 到 n 的 所 有 整数 . 实 ovv 称 为 
向 量 x 在 基底 (0,,7,0.) 下 的 分 量 ， 
设 f:V 一 R 是 V 上 的 实 函数 。 如果 对 于 任意 的 x,y EV 及 
a ER 总 是 有 
fix ty)= feo cfi), 
f(a ^x) —a- f(x), (2 
则 称 f 是 向 量 空间 Y 上 的 《 实 ) 线性 函数 ， 在 固定 的 基底 {6,} 
下 ， 取 向 量 x 的 第 j 个 分 量 给 出 了 V 上 的 一 个 线性 函数 ， 我 
们 把 这 个 函数 记 作 5, Bp 


8 (x) st. | (3) 
特别 是 ， 
j u 一 1, i=j, 
902-817 P iti (9 


很 明显 ， 上 的 两 个 线性 函数 之 和 仍 是 上 的 一 个 线性 
函数 ， 一 个 线性 函数 与 实数 的 乘积 也 是 一 个 线性 函数 ， 因 此 空间 
F 上 的 全 体 线 性 函数 的 集合 构成 一 个 向 量 空间 ， 记 作 V*， 称 为 
V 的 对 偶 空间 .我 们 要 说 明 , 前 面 所 定义 的 4 个 线性 函数 6',…， 
6" 恰好 构成 V* 的 一 个 基底 ， 因 而 V* AE on 维 向 量 空间 .实际 
上 ， 对 于 任意 的 feEV*， 以 及 任意 的 x 二 xi6, EV， 我 们 有 

fG)—f(/0)) —xf(52, 
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f 
| f(85-—f; (5) 
于 是 | 
f(x) fx —fóx) Yx€V, 
CH 
1 一 0， (6) 
这 说 明 f 是 0',,0" 的 线性 组 合 ， 容 易 证 有明， 函数 ôd 
是 线性 无 关 的 . 实际 上 ， 若 有 实数 aeea, 使 得 
að’ +*+- a," =0, 
则 将 上 述 函 数 在 每 一 个 6， 求 值 ， 便 得 到 
02,0 (ô) —aj0! =a, vi, 
所 以 6,…,6"” 是 线性 无 关 的 ， 它 们 构成 了 空间 V” 的 一 个 基 
底 ， dob 104. 对 偶 的 基底 ,VV 上 的 线性 函数 也 称 为 一 次 形 
式 ， 或 1 -形式 . 
同样 ， 我 们 可 以 考虑 V 上 的 多 重 线性 函数 .如 果 一 个 元 
的 实 函 数 fV x e XV 一 R 对 于 每 一 个 自 变 量 而 言 都 是 线性 函 
0 x 
数 ， 则 称 /是 > 重 线 性 国 数 . 了 上 全 体 r 重 线性 函数 的 集合 
GEE TY Xx VO 自然 成 为 一 个 向 量 空间 ， 也 就 是 加 法 和 
数 乘法 在 空间 V, 中 是 封闭 的 ， 另外， 两 个 多 重 线性 图 数 还 能 作 
称 为 张 量 积 的 乘法 . 设 /eV,，g EV,， 则 它们 的 张 量 积 8g 
Æ Cts) 重 线性 国 数 ， 它 的 定义 为 
feug, xu) 
ACELE O umm (7) 
其 中 onyx EV. 容易 验证 ， 张 量 积 具有 结 合 M AUR 
feh 是 三 个 多 重 线性 函数 ， 则 有 
(Gg) Gh — (sh). (8) 
因此 个 线性 函数 的 张 量 积 便 成 为 一 个 r 重 线性 函数 ， 于 是 利 
用 7” 中 的 对 偶 基 底 {46',… ,6"}， 我 们 可 以 构造 mn 个 r+ 重 线 
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性 函数 0^ G9 0507, "EIE SUE 
d'Q9- GOÓr(x, t ax D mxiteee xr. (9) 
RIBA: 10500 O90 Lis Kn 构成 了 空间 V. 的 基 
底 ， 因 此 dimF ,=m 实际 上 上， 如果 EV, xx cV, Wi 
jx 一 0 
= giner! 6 ) 
=f; QUI ,ónQg G90 (xx, 


其 中 
RECON (10) 
所 以 
f= fi .6071006006", (11) 
10" 69-90 ^, K n LS) RAEE ERAR AE. 
如 果 eV, HRERS 的 任意 两 个 自 变 量 交 换 位 置 时 / 的 
EERE, MER / 是 反对 称 的 + 重 线 性 函数 ,或 称 f 是 r 次 外 
形式 ， 简 称 为 -形式 .很 明显 ， 郑 果 o 是 1,…，,r 的 任意 一 个 置 
换 ， 则 有 
fx, co 1*6) m signo. fCat), (12) 
其 中 sgno Æo, Hh. Co EE CE MB signo 
当 a 是 奇 置换 时 ，signo — — 1. r 次 外 形式 的 最 简单 的 例 T 就 是 
行列 式 。 
例 1 ik x,,…,x, 是 六 中 的 任意 7 个 元 素 ， 它 们 在 基底 
16,} 下 的 分 量 为 


x= (xi xi, tax), 


x,o—(xi,xi,,x1). 
任意 取 定 lss 命 
SERTI si] 


z 
Aun meten, (13) 


则 行列 式 Ann 对 每 一 行 都 是 线性 的 ， 并 且 交 换 两 行 的 位 置 ， 
行列 式 的 值 便 会 变 导 ， 因 此 Ane 是 xx HUE PR roO 
线性 函数 ， 划 Ano 是 了 上 的 一 个 > 次 外 形式 . 

下 面 我 们 要 证 明 ， 任 意 … 个 r 次 外 形式 都 是 上 而 的 行列 式 
EROS ER PERLES. 为 此 我 们 先 叙述 反对 称 化 和 外 积 运 算 两 个 概 

反对 称 化 是 将 任意 UR r 重 线性 函数 变 成 r 次 外 形式 的 运 
A. 例如 ， 设 f 是 2 EREA, di /的 反对 称 化 记 作 [fj]， 
定义 如 下 : . 


CAC) = (es) fa) Yey Er, 
一 般 地 ， 如 果 / or 届 线 性 隐 数 ， 则 它 的 反对 称 化 [让 定义 为 
[f x) -i2 signa * f Cust x4), (14) 


其 中 b, 是 (n 的 置换 群 ， 容易 证 明 CH] 是 一 个 > 次 
外 形式 ， 并 且 当 /本身 是 + 次 外 形式 时 有 Ulf. 

全 体 ”次 外 形式 的 集合 记 作 1"V"， 它 自然 也 是 一 个 向 量 空 
闻 ， 因 为 加 法 和 数 乘法 在 集合 17” 中 显然 是 封闭 的 要 紧 的 
是 ， 利 用 张 量 积 和 友 对 称 化 运算 可 以 定义 两 个 r 次 外 形式 BUR 
积 ， 这 种 乘积 称 为 外 积 . 

定义 SEAT, get, Wf g 的 外 积 ( 记 作 
IAD 是 一 个 《r+s) 次 外 形式 ， 它 的 定义 是 


fc 823. Cf]. as 


$82. i f,g 是 两 个 一 次 形式 ， 则 As 是 一 个 2 次 外 形 
式 ， 对 于 任意 的 sye, RIA 
fgC(x,Y)=2[f gs,Y) 
—fQgx)-fegyx) 
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=f(x)e(y)— f(y)g(x) 


fo) Cy) 
gC) gn) 


定理 1 外 积 运 算 八 满足 下 列 运算 法 则 ， 
O 288. Gc f0^e-h/^etfh^n 
(i) 反 交 换 律 : 设 fet, ge AV", Wl 
f^g-C- 1'g^f; 
Gi) 结合 律 。 G/D/AR- EAC(/AB. 
证 明 O 是 明显 的 . 对 于 Gi), W Xi,tt* 
IVAV CLEA 


xa EF, 则 


Ud 
= ris! 。 之 signo * f(x, co t xot Ese eost 
TAG 


3 Fott) 


1 . S 十 1 scr 1 * 3 
一 * sign ( ] i ) 
lo r rl erts 


x > signa g(x, uy ee XX) 
[AE r+: 


X f(xioepnotttoosp) 
一 (一 1) 'g AJ C, , * ,NX,+ 3. 
至 于 Gii) ， 只 要 证 明 ， 对 于 [€ ATV*，ge MV, he AY’ 有 


GA N= LEED! Ee, 


rist — (16) 
INEAN "Ui een 
这 两 式 的 证 明 留 给 读者 完成 . l 
由 反 交换 律 知道 ， 如 果 f,g 是 一 次 形式 ， 则 有 
fANg= - g/N. (17) 
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这 个 事实 从 例 2 直接 得 到 证 实 ， 因 此 | 
fAf=(. (18) 
AUR f 和 8 中 至 少 有 一 个 是 偶 次 形式 ， 则 有 
f^g- gf. 
从 Q6 趟 得 到 ， 如 果 enf eV WE PAVAN EF 
次 外 形式 ， 并 且 它 在 mmus €V 上 的 值 是 
FEA AEC, x) 
=r [F Oe] a) 
— $7 signa f'Guo)mf Guo) 7 


f) "e C 


£z [IIS ISIDIEILI 


—X (19) 
Fo) m fO) (| 
特别 地 ， 任 意 取 定 r 个 基底 元 素 ô, RU 

2A AP v ux.) 
ôa) te Ófi(x,) 


905090950 0090409 024090229 


à (x) t Ó'(x) 


**099069 («6050099 


zA Tx, tmu), E ` 
因此 ， 便 1 给 出 的 行列 式 函 数 Aae 恰好 就 是 dA Ao. XX 
取 V 中 的 任意 r 个 基底 元 素 Ô; sO), 则 有 
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O^ Acn Aet CS; " 8i) 


Gi +. ME 
1 
= | m eec qoc (20) 
(dir e ir 
-í: 
Pi J 


+L GRE h.e PAE Boh... 
| 是 h.n 的 偶 排 列 ， 
二 -1， Gd HA, Bohn 
| Ad, 的 奇 排列 
(00 — EXE. 
我 们 称 Sji: 为 广义 的 Kronecker 6 -记号 . 

根据 反 交 换 律 《ii) ， 在 一 次 形式 的 乘积 FAAN h, ZX 
换 其 中 任意 两 个 因子 的 位 置 必定 改 号 ， 因 此 对 于 ce 名, 有 

PEA ANEO signa PANE. (21) 


CETT | | 
Osa Amm AB s r ) 一 signo " x Ace A GÓC 2 


sgj Ti rod Am A (22). 
《注意 ， 这 里 dy. 不 是 求 和 指标 ) ， 因此 我 们 有 
8A Adm labizl: 8AN AG 
(这 里 反光 是 求 和 指标 ) . 
定理 2 it (07 是 对 偶 空 间 ”中 的 一 个 基底 , 则 1824 人 … 
Aeris] 构成 空间 dU) 的 一 个 基底 ， 因 
Jb, dim A'F* —-C;. ?Ar n WB, AV*=0. 
证 明 dE /ed .作为 rc 重 线性 国 数 ， 我 们 有 《 见 
aD 32 
F= fi 6 067, 
其 中 i 
fiie =f 6 01,). 
由 于 f 是 反对 称 的 ， 所 以 fua ATTEK, HA 
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I-II fai 9 G6] 
-1 fi, mi, 9 /A 7 AÓ 


= 5 AA 


= 5 f|, 9 Aen AP (23) 


Ppeex), 


这 说 明 / 能 够 表 成 [00 Ne Ab IO m kn) 的 线性 组 
合 ， 要 证 明 这 C; or 次 外 形式 是 线性 无 关 的 ， 假 定 O3 X 
为 零 ; 将 这 个 线性 组 合 在 ded GG LeKi) 上 求 值 ， 由 
(20) 式 得 到 
0 一 5 fiiar OA AS 6, ,6,,) 


29,904, 


= > ， Iri; = 
= Firet S fy,- 
isesi, 


Bib, FAAA Q3 为 零 ， 则 它 的 所 有 的 系数 X UD. WE 
ke, 

上 面 的 构造 可 以 从 代数 上 进行 抽象 ， 假定 了 是 任意 一 个 n 
维 向 量 空间 ， 它 的 一 个 基底 记 为 {x,,…,x,}， 我 们 把 xn 
THE n 个 字母 ， 构 造 实 系 数 多 项 式 ， 只 是 要 求 字母 之 闻 的 乘法 
是 外 积 ， 也 就 是 任意 两 个 字母 之 闻 的 乘法 适合 反 交 换 律 ， 

Xi/NX;= ~ Xx/SS < (24) 
多 个 字母 的 乘法 适合 结合 律 。 这 样 的 多 项 式 称 为 外 多 项 式 . 由 于 
XASR T X/ NNUS BI x 八 %; 二 0， 所 以 在 外 多 项 式 的 每 一 项 中 
不 会 包含 两 个 以 上 的 相同 字母 ， 高 于 n 次 的 外 多 项 式 必 定 是 
零 ， 这 样 ， 零 次 多 项 式 是 实数 ， 1 次 多 项 式 是 spea, 的 线性 
组 合 ， 它 们 构成 空间 了 本 身 ， 2 次 多 项 式 是 


> 0,8, / Ng 


4.491 
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它们 构成 的 空间 记 作 A2V. 一 般 地 ， k 次 外 多 项 式 是 
5 AA - 


1 "dii 


AMEER, ERa au, 关于 下 指标 是 反对 称 的 ， 于 是 
E n IN IA, 


i, 
Dames da 


=k, 之 NN au Fu A" UNE 


全 体 k 次 外 多 项 式 的 空间 记 作 AV. 全 体外 多 项 式 的 集合 记 作 


A(V)= > AV, | (26) 


其 元 素 就 是 各 次 外 多 项 式 的 形式 和 | 这 样 ， 在 AV) 中 有 加 法 
和 外 积 运 算 ， 并 且 外 积 运算 适合 分 配 律 、 结 合 律 、 反 交换 律 ， 所 
以 AV) 是 一 个 实 系 数 结合 代数 ， 称 为 外 代数 ， 

KEMTA, 空间 V 上 的 外 形式 就 是 对 偶 空 间 V^ rou HA 
基底 6:,…;9" 的 外 多 项 式 , 但 是 在 前 面 对 于 外 形式 的 外 积 是 具体 
foit t, 不 是 形式 定义 的 .因此 V 上 的 外 形式 的 理 论 是 外 
多 项 式 理论 的 一 个 具体 例子 . 

最 后 我 们 银 述 一 个 定理 ， 它 在 微分 几何 中 是 十 分 有 用 的 。 

. 定理 3 (Cartan 引 理 ) . 设 .@!,…,@', 0,,-,0, 是 n 维 
向 量 空间 了 上 的 2r 个 一 次 形式 ， 其 中 o'e, o 是 线性 无 关 
的 ， 并 且 满 足 等 式 


E oN =0 | (26) 
gd 8, 必定 是 o! PALET H HRERS, B 
O =S asah, B 2,00 


f=i 
并 且 系 数 a.p 是 对 称 的 ， 即 65577 ga. 
证 明 KA oeo 是 线性 无 关 的 ， 所 以 它 可 以 扩充 成 对 
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BAR V" 中 的 一 个 基底 fo oo oo. 因此 可 命 

.=> 0,9. (28) 
注意 到 空间 AV 的 基底 是 [Ao K<. 将 (28) X 
代入 (26》 式 得 到 


un > dapo" /Ao + > Sn 


一 * Caas 一 65,)0* Aof t »3 30 


1«a«fB«r "xri Gl 
所 以 
Cep 一 Cpc 一 0， aa 一 0. 


定理 得 证 . 


J E 


1. Wt B) 是 空间 V" 中 的 一 个 基底 ， 证 明 ; 61@@…@@ 
ó', 1< «un 是 线性 无 关 的 . 
“ 2,， 设 fe.tv*, gEAV*, h € A'W*. 证明 ， 


(GA AR CHED ag). 


risit! 
3， 假定 f 是 向 量 空间 V LEO 3 重 线性 函数 ,根据 定义 写 
B Itn) 的 表达 式 ， 其 中 zzz er 
4. 假定 je AV*:，g EV*， 写 出 [1@g](x1,x;,x;) Box 
X, HP oxgxx€V. 
5. WW (0,6,,9) 是 3 维 向 量 空间 V 的 基底 ， 人 是 空间 
V 中 的 外 积 。 命 


n2, 0,0, 1&is.3. 
i= ` 


证 明 。 | 
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fa an on 
PAPAY, = 004 an an | 5 人 6, 人 6， 
T zm is . 
6， 设 f—a A0 bo. - cA VR a,b, 是 不 全 
为 零 的 实数 ， 试 把 f 表示 成 两 个 1- 形 式 的 外 积 ， 


$2 外 微 分 


VEDE n 个 变量 venu HRR. RIIA, ueu 的 
微分 du ,da 是 一 组 独立 于 utu 的 a 个 变量 ， 系数 为 
u'u" RRB, A du',…,du" 的 r 次 外 多 项 式 称 为 定义 在 
D 上 的 r 次 外 微分 式 ， 换 言 之 ， 区 域 D 上 的 r KIRDA T i 
是 指 如 下 的 表达 式 ; 


ON 
= au 0 Pipi, Wy du Ae Ada 


1 
ml. p, a, Qon un) dus Aem A dai, (1) 


在 最 后 一 式 中 假定 了 p, 关于 下 指标 urn, 是 反对 称 的 ， 
FERAT Einstein MRAZ, $ $r isi, 取 从 1 到 的 
整数 值 ， 4 
对 于 每 一 组 固定 的 值 (eu o XE S du', duo Wr 
次 外 形成 ， 所 以 r 次 外 微分 式 史 就 是 区 域 D 上 的 一 个 上 次 外 
形式 场 ， 

对 于 曲面 的 情形 ， 自 变量 u, ow 的 微分 du', dw! 有 明确 
Maid By (dw',du'] Æ hE fk dg — P3 P5 DJ 2E FRI IRSE RAE 

。 说 具体 一 点 ， 设 曲面 的 方 程 是 r-rQ, uw), X* Qu.) 
M ij 

dr —r,du^., 

在 第 三 章 我 们 已 经 指出 ， rr 是 曲面 在 点 (uuu 的 切 空间 
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的 自然 基底 ， 而 dr 可 以 代表 曲面 在 点 (wu',w*) 的 任意 一 个 切 向 
景 ， 所 以 du',du” 恰好 是 切 疝 量 dr 在 自然 基底 (roni 下 的 分 
景 ， 或 者 说 是 曲 面 的 切 空 间 上 在 自然 基底 iror} HS AS ER 
数 ， 根 据 8 1 的 说 法 ，du' ,du 是 属于 曲面 在 点 心 ,o 的 切 空间 的 
对 偶 空 间 的 元 素 ， 并 且 构 成 了 与 (nonu) 对 偶 的 基底 .我 们 称 切 
空间 的 对 侦 空间 为 余 切 空间 ， 其 元 素 称 为 余 切 向 量 . 由 此 可 见 ， 

区 域 D 上 的 一 次 微分 式 p — 9, QU u')du* 在 曲面 上 的 每 一 点 给 出 
了 一 个 余 切 向 量 ， 也 就 是 在 该 点 切 空 间 上 的 一 个 线性 函数 ， 区 域 


D 上 的 2 次 微分 式 9 = Poplu u’ Jdu" Adu” 在 曲面 上 的 每 一 


点 给 出 了 在 该 点 切 空间 上 的 一 个 反对 称 双 线性 图 数 ， 所 以 ?就 是 
曲面 上 的 2 次 外 形式 场 ， 
现在 我 们 观察 E 中 的 曲 纹 坐 标 . 在 E 中 取 定 笛 卡 上 坐标 
LOSUETPRIN JR 其 中 任意 一 点 的 坐标 记 作 (x,y,z)， 即 
r=0P=xi+yj+zk. 
设 D 是 变量 (u,v,w) HER. REA 区 域 D 到 E 内 的 可 微 映 
Sir. D—E, iX 


r— r(u,v,w). (2) 
用 坐标 表示 就 是 
x—f(u,v,w), 
[rre (3) 
. z—h(u,v,w). 
URBEM r Ky Jacobi 行列 式 
aCf.g.h) 
-2(u;v w) 7. 0 , (4) 


则 由 反锁 数 定理 ，u,v,w 在 局 部 上 可 以 表示 为 x,y,z WA 数 . 
MEZ, wow TEA E 中 某 个 区 域内 的 坐标 ， 称 为 E; 中 
的 曲 纹 坐 标 . 
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“和 曲面 论 的 讨论 一 样 ,我 们 可 以 考虑 E 中 的 -w- 曲 线 , 
v- 曲线 和 w- 曲 线 ， 它 们 构成 E! 中 的 参数 曲线 网 。 在 空间 E' 
中 的 每 一 点 ， 参 数 曲 线 网 确定 了 一 个 自然 标 架 {rrr .这 
样 ， 在 空间 中 就 有 一 个 自然 标 架 场 ， 而 在 各 点 的 标 架 一 般 说 来 不 
下 是 彼此 合同 的 ， 也 就 是 说 这 是 空间 中 的 一 个 仿 射 标 架 场 。 自 
然 标 贺 friroororyj 给 出 了 空间 E R r 的 切 空间 的 一 个 基底 
frror。 ,尽管 ES 在 点 r 的 切 空间 可 以 和 与 E’ 相伴 随 的 向 量 
空间 等 同 起 来 ， 但 是 在 曲 纹 坐 标 系 下 切 空间 有 自 已 的 自然 基 庶 
ir. rer. .将 ru, v, w 微分 得 到 

dr— r du 4 r de r du, | (5) 
半 此 在 任意 一 个 固定 点 (u,v,w) , du,dv,dw 恰好 JE UI EE dr 
在 自然 基底 foror) 下 的 分 量 ; 这 样 ， 从 计 点 的 切 空 间 上 来 
看 ，du,dv,dw 是 切 向 量 关 于 自然 基 D 坐标 函数 ， 因 ifa EU 
空间 上 的 1 形式， 而 且 构 成 切 空间 的 对 偶 空 间 《〈 即 余 切 空间 ) 的 
基底 . 所 以 D 上 的 一 个 外 微分 式 就 是 E 中 的 一 个 外 形 式 场 ， 即 
在 每 一 点 它 它 是 在 该 点 切 空 间 上 的 一 个 反对 称 多 重 线性 函数 ， 
对 于 变量 u'u 的 区 域 D, 我 们 同 Bb 能 够 定义 也 在 每 一 
点 的 动向 量 和 切 空 间 的 概念 ， 从 而 du',,dut 仍旧 可 以 解释 
为 四 空间 上 的 坐 权 因数 EAERI E BE A du’, 
nda 生成 的 向 量 空 间 ， 称 为 D 在 各 点 的 余 切 空间 ， 因 此 s1 
路 后 所 叙述 的 捕 儿 外 代数 可 以 用 济 D 在 和 到 一 点 的 余 切 空 间 上 去 ， 
与 前 面 所 述 的 关于 曲面 以 及 空间 E? 的 情形 一 样 ， 自 变量 u, 
,wu ”的 微分 duv',… du 生成 的 向 量 空间 恰好 是 在 各 点 的 相应 
切 空间 的 对 偶 空间 ， 因 此 在 概念 上 是 清楚 的 ， 不 会 引起 混淆 ,。 
区 域 D 内 的 变量 可 以 作 适 当 赫 换 。 阁 有 一 组 可 微 函 数 


u =u (o, v), IKin, (6) 
并 且 满 足 
9, u”) 
EIC - 7 (0) 
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旭 称 (6) 为 区 域 D 内 容许 的 变量 替换 ， 
”区 域 D 上 的 两 个 外 微分 式 可 以 作 逐 点 的 加 法 和 外 积 运 算 . 对 
于 外 微分 式 来 说 ， 更 要 紧 的 一 种 运算 是 外 微分 ， 它 把 一 个 7 次 外 
微分 式 变 为 一 个 (r+1) 次 外 微分 式 . 


定义 设 ? =i, i ANA du EER D ERA 
次 外 微分 式 ， 命 
dp = ag, aL [du Ne Adu" 


a9, m; 
1 9 LZ du’ Adu" A Adu!* ; (8) 


ri au! 


称 ap 为 p 的 外 微分 ， 若 9 是 D 上 的 零 次 微分 式 《 即 DE 的 一 个 实 
函数 )， 则 dp 就 是 ”的 普通 微分 ， 
从 定义 可 知 dp 是 〈r 十 1) 次 外 微分 式 . 车 记 


-1 n DTI Ep4 
dp (r4- 1) (dp), mis ss du ^ 人 dr m 


其 中 (dp)，-,，,， 对 于 下 指标 是 反对 称 的 ， 则 有 


a 29; MIT BE 
(dp), a = 之 (-D UM Ads (9) 


Jobi desde inn debt. 
例 1 设 uov) 是 E 中 的 曲 纹 坐 标 系 ， 命 
Qo -a(u,v,w)du4 B (u,v,w)dv y u,v,w)dw, 
£z P(u,v,i)dv/Ndw-- Q(u,v,w)dw/Adu 
+ R(u ,v,w)du/Adv, 
其 中 a. B yP QR 都 是 u,v,w HIRAK, N 
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dc — da Adu + dg Adv -- dy /Adw 
CEDNA 
+ ( 2E 2A du/de, 


d£ —dP/Ado/Adu + dQAdwAdu + dRAdu/AN\do 
_{ 2P _ 3Q 2R, 
=(. Ju -+ 25 -十 A )üu/AdeAdw. 


定理 1 外 微分 运算 d 遵从 下 面 的 运算 法 则 


Gi) d 是 线性 算 子 ， 即 对 于 外 微分 式 ev: 有 
d(g, -p,)— dg, dg,. 
(i) 4 。d 二 0， 寻 任意 一 个 外 微 分 式 史 的 两 次 外 微分 的 结 
REF. 


Gi) 车 ?是 7 次 外 微分 式 ， 则 对 于 任意 的 * 次 外 微分 式 
va 
d(p/Ay) — dp/As +C- 1)'eAdy. (0) 
证 明 G) 是 明显 的 ， 
Gi) 由 外 微分 d 的 定义 得 到 
Ip: 
dp LE du’ A du Ne / du!» , 
P? Pi ms ， 
d(dg)- L addu! Adu /duhi AeA dut 


= 1 . 1 (P.o. Fpi, -Ti 
T! 2 


2u'àw augu! E77» dw 
Adui Ndu /A Adu: 
=0, 
最 后 一 个 等 号 成 立 是 因为 :是 连续 可 微 国 数 ， 故 有 
9'e, PPr ms, 
àwàw — 


famis 
ĝuu’ * 


(i) 由 于 d 是 线性 算 子 ， 不 妨 假设 
p=adu A Adur, 
p= bdu Aee Adui, 
所 以 
d (p/Sy) —dCabdu'i/A* /Nd A dui Av Adu! s) 
—(da-b +a- db) Adu Nee Adu Adu’! 
Ac Ndui: 
= (da / du i ^c Ada!) A bdu Ae Ad) 
+C- 1Y Cadu A Adui: A (db / du! 
Nadu) 
一 ap 人 %+(-172 人 dy， 
性 质 (iii) 有 两 个 特殊 情形 需要 特别 强调 一 下 ， 若 f 是 定义 
在 D 上 的 可 微 消 数 ， 则 由 Gii) 得 到 


à(f-g) af Ave fàg. aD 
如 果 9 是 一 次 向 分 式 ， 则 有 
4o) — de^ -dy (12) 


例 1( 续 ) 看 例 1 中 ,把 (o, B.) 看 作 定 义 在 D 上 的 一 
个 向 量 场 ， 则 (a ,8,y)》 的 旋 量 rot (a, B, y) 是 向 量 场 


y |8B à ĉa - 2? ， 9p _ 
(P.Q, D= (4 ac 3w’ 8w au" Ou 2a), 


Aiel, v)f8 S E Bo Ve 量 的 过 程 恰好 是 从 。 求 它 的 外 微分 
do. 另外， 向 量 场 (P,Q,R) 的 散 度 是 


20 ， 
div(P, Q, R) =<" "Im zu 


它 恰好 对 应 于 从 85 GR 其 外 微分 的 过 程 。 现在 4。dw —0, 3X 相当 
于 div o rot (a,8,9) —0. 
外 微分 运算 还 有 一 个 更 重要 的 性 质 ， 也 就 是 外 微分 à 与 外 微 
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分 式 的 参数 表示 是 无 关 的 ， 这 是 微 积分 学 中 “一 次 微分 的 形式 不 
变性 ”的 推广 ， 更 确切 地 说 ， 我 们 有 下 面 的 定理 ， 


定理 2” 设 ? ——— e.a dut Aes Adis 是 变量 ive 


w) HER D 上 的 一 个 > 次 外 微分 式 ， 在 变量 替换 〈6) F, P 
有 另 一 个 表达 式 ， 


p 一 $, m dot A S A deis, 


MA | 

dg, mi, Adu" Ac Adut = d, Adv A Adg'r, 

换言之 ，” 的 外 微分 do 与 9 用 哪 一 组 变量 来 表示 无 关 。 
证 明 由 于 wu Coie, o), JAVA 


ðu' 


i 一 1 
du Jy dv’. 
因此 
s, do A Ade: 
=p, 4, dui A Adur 
ə il qr . . 
= 9i,-, PST eI do A Ados, 
Qu" | Qu 2: P 
注意 到 pno, CE EETRI jns, 仍 是 反对 称 的 , 
故 有 | 
E aou Ju’ 
多 "Ie Pier, ðv or 
由 此 得 到 
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— 3 Ju! Qu: 
apy, ai, Pt Boa) 9 


-( PP am  2u Qu, Qu 
Qu! 8v! ðu DIV 


iu^ au 
+ ue Qo Qv — Qvi 
au 9'u'r 
ur 25-57 a 


所 以 
dB Ado Av Ado 


ag; pd Ju‘ ðu! gui: ， 
m ILL Ll ..e i 11 m fr 
gu' 8v! àv ay." 人 ae A Ado 


e EID. du’ Adu! A «dul: 


=æ åp: i, [Adu Av Adu. 
注 记 实质 上 ， 定 理 2 可 以 从 定理 1 的 三 条 运算 法 则 直接 得 
到 ， 定 理 2 的 曲线 网 实际 意义 是 ， 如 果 我 位 券 虐 E' 中 一 个 曲面 
S， 它 不 能 用 一 个 参数 RA 盖 住 ， 那 么 S 上 的 一 个 外 微分 式 就 
不 可 能 有 一 个 统一 的 表达 式 . 然而 定理 2 表明， 外 微分 d AEE 
系 下 ， 外 微分 式 有 不 辐 的 表达 式 ， 但 是 它们 的 外 微分 仍旧 是 同一 
个 外 微分 式 在 相应 参数 系 下 的 表达 式 . 、 
定理 2 还 可 以 作 一 些 推广 ， 这 在 下 面 十 分 有 用 . 设 有 变量 
re, BERD, Ho: ->D 是 一 个 可 微 映 射 ， 即 我 们 有 
n 个 可 微 函 数 
u-—u(vr,-,0), IKIN. (13) 
则 o 诱导 出 一 个 映射 o", EED 上 的 外 微分 式 变 成 万 上 的 外 微 
AA. ECE D 上 的 一 个 r 次 外 微分 式 ， 其 表达 式 为 


v9 T9. | (Qu! t un)duiA s Adu", (14) 


2 


则 o^o 就 是 将 上 式 中 的 uw HEXERe(v.,) 代入 的 结果 ， 
Bil 


o'p = 1 Pi mi QU (o! rm) nm utQo! eu) 


Qu^ .. Qu, a " - 
an Ape. do*iA Adr, (15) 


我 们 称 c*p X D Lii OX T BAH oduEIS] D LAS 
微分 式 . 

定理 5 o. DD 是 可 微 映射 ， 则 对 D 上 的 任意 的 外 微 
分 式 ov 有 以 下 的 等 式 ， 

G) a*(g+y)=0"*p+0*}; 

(i) o* (p/Ay) =0*pAa* ps 

(ii) oa^(dp)—d(o*g). 

证 明 性 质 (i) 和 (Gii) 可 以 从 映射 a” 的 定义 直接 得 到 ， 性 
Mp Gi) 的 证 明 实 际 上 和 定理 2 的 证 明 是 一 样 的 . 

把 微 积分 学 中 的 重 积 分 的 被 积 表达 式 写 成 外 微分 式 是 更 为 自 
然 的 这样， 积分 的 变量 替换 公式 是 自动 导出 的 。 例 如 考虑 二 维 


区 域 上 的 重 积分 人 7 (x,y)dxdy ,这 里 的 dxdy 应 读 理 解 成 dx 人 dy. 


若 有 变量 替换 
x-x(u,v), y—y(u,v), 
则 
| as. 2x 
ou 
dx 人 dy 一 du/Ado 
3y v 
Vv v 
~ 205.) 
"a(u 53 Ados 
所 以 
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( fx, y)dxAdy 


Li 


-W f(x(u, v), yCu, e» Sam du/Adv. 


( 


D’ 


上 式 正 是 重 积分 的 变量 替换 公式 ， 关 于 三 重 积分 ， 傅 况 是 类 似 


的 


采用 外 微分 的 语言 ， 积 分 的 Green AA, Stokes 公式 和 
Gauss 公式 可 以 统一 地 表述 如 下 ， 设 C 是 E" hA peha 
上 的 一 个 区 域 ，96 是 C 的 边界 ， 吧 是 定义 在 C 上 的 p-1 次 


外 微分 式 ， 则 有 


人 o -í do, 
8c [d 


上 式 统称 为 Stokes 公式 ， 在 此 不 给 证 明了 . 
例 2 (i) 设 n= p=2, fü 


c — P(x,y)dx Q(x,y)dy, 
bi] 


ào-( ad . $, as Nir. 


AX 06) 就 是 
NIS +Qdy - $629. aP Jazdy, 


这 正 是 Green 公式 . 
(Gi) 设 n=3, p-2, d£ 
w=Pdx-+ Qdy + Rdz, 
WAR CGO 成 为 


(16) 
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| Pdx 4 Qdy 4 Rdz 
ac . 


«(Ue (3E - 21) 


uc 3y Fy) /ay 


此 即 通 常 的 Stokes AA. 
.Gii) WE n—p-3, W Gauss 公式 就 是 


人 WPayAaz 4 Qdz/Adx + Ráx/Ady 


ac 


= ji (22 2- tX 2; $)* dx/Ndy Ads. 


(3 

1. Wi p=yzdx+dz, ý= sinzdx + coszdy, $-—dy-Fzdsz, 
计算 ， G) pA, PAE, EAP: Cii) do, dp, dé. 

2. 设 fa 是 两 个 光 清 函数 ， 化 简 : 

Ci) d(fdg- gåf); 

Gi) dEC/ - a) (df + de)) 

Gii) a(fdgAgdf); 

Gv) d(gfdf)+ a(f dg). 

3. 假定 wz,2 是 pqr 的 函数 . "T - 


9,7, w) 
du/Ado/Adw = (p,q,D dp 人 dg 人 dr。 
4. 设 


9 =i pumi ,du'iA  Adu!r, 


dp 一 (dP) A A tg 


d 
Gr 1! 
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其 中 Pipes,’ (dg),-,,, ET THE REER RR. HE BH: 


v 8p, ml mi 
(4g), ,, PP CO Rete, 
5. V EQ, 0), F(u,v), GCu,v). 是 曲面 的 第 一 类 基本 量 ， 
引进 新 参数 ,5 ， 使 得 


证 明 ， 
v EG -F aa Nat =y EG- F° du/Ndv. 
6. A (r,p;9) 是 E 中 的 球 坐 标 系 ， 即 - 
x=rcosĝ coso, y-—rcosÜsing, z=rsinĝ, - 
G) 求 相应 的 自然 标 架 场 ， 
(D 将 dx/Ady--dy/Adz- dz/Adx, dx/Ady/Nde JH ER BER 
7. ME (06, 是 E 中 的 柱 坐 标 系 ， 即 
X=rtos0, y=rsind, z=t. 
(Gi) 求 相 应 的 自然 标 架 场 ， 
Gi) 将 ax 人 dyA 人 as 用 桩 坐标 系 表示 出 来 . 
8， 设 D 是 (wo)- 平 面 ， 命 o. DoE', 定义 如 下 
"T Yep 
"T pere 
| z= l-u’ -r 
Iltut " 


假定 
9 — xdx + y dy + zdz, 


E—xdy/Adz + ydz/xdx t zàx/Ady. 
求 ， (iD oo Gi) o'é; Gii) o*(dé). 


$3 ZE 中 的 标 架 族 


在 第 一 章 引 我 们 已 经 专门 讨论 过 ES 中 爹 体 标 架 所 组 成 的 空 
间 . 在 E 中 取 定 一 个 右手 单位 正 交 BUR (0i. jk}, SpA OE 
中 任何 一 个 右手 标 架 {P;ei,e,, e,} 可 以 表示 成 : 


oP | | à; 0, 0, In 
| 


e, = a, 8, d FIL a) 
e | jan n 95 Ir 

DEN 人 
e, Gy Gy Qs; 


并 且 行 列 式 


i Gi; Gis 


ds 404 04 0. (2) 
Ga a; ds | f 
因此 E* RAER) 5 AR H8 SE HE RU 中 的 区域 D， 满 
ERIE OD B5, OARRA EEIE {Pe ,ei,e,} 的 坐 
Bs. 
如 果 {Pie ene) 是 右手 单位 正 交 标 架 ， 则 还 要 求 
. e'ej—ÀÓ;,  1&i,j& 3, 


Gl r d, 84, da 0a 1 0 0 
Gi; è Gn Gis Gi? Qn Gy |5| 0 1 0h (3) 
ds 0,4 0,4 Gy Qn ûs 0 0 1 


E (D 中 包含 了 6 个 独立 方程 ， 所 以 ES 中 侈 体 (右手 ) 正 交 
标 架 的 集合 组 成 了 R” 中 一 个 6 维 曲面 
由 于 d(0P)，de, 奶 然 是 空间 E 中 的 向 量 ， 所 以 它们 可 以 
用 基底 ie, eei £k MER: 
d (OP) = A'e, + Q'e, 4 Qe, 
[ae — 21e 1 Qie t Qiu, 


RH 


(4) 
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xxm, QO; 都 是 区 域 D 上 的 一 次 微分 式 ， 实际 上 ， 由 《1) 


式 得 到 
a(OP)\ (da, da, dU 


de, m da, da,, da,, : "n (5) 
de, | ; da,, da,, da,, ih 
Uode ^ da, day day! 


然而 zi 了 7:R 反 过 来 可 以 表示 成 €,,€;, € 的 线性 组 合 ， Ep 


i bi, ba bis [e 
7 |=| ba ba b, e: pb (6) 
Z. Us b,, b, b, e, 


Jtr (0 dE (es) BEERE, BENTA AE AR PIE 


5 bisa; = Â. (7) 
将 (6) RA C5) ， 并 与 〈4) 比较 ， 得 到 
Q =$ dab, (8) 
of= 和， da; bape 
我 们 把 D 上 的 12 个 一 次 微分 式 N, 9, RA E' 上 的 标 架 空 


间 的 相对 分 量 . 
上 上 面 的 讨论 对 于 E 上 的 正 交 标 架空 间 也 是 适用 的 ， 只 是 现 
在 (a) 是 正 交 矩阵， 所 以 由 C7) 得 到 
ba; 


所 以 正 交 标 架 空间 的 相对 分 量 是 
Qi =5 2,,da;, 
| (9) 
c2 aida. 


由 于 条 件 (3) ， 我 们 有 
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Qi 01-0, (10) 
所 以 正 交 标 架 空间 的 相对 分 量 实 质 上 只 有 六 个 ， 即 ， 人 ,人 乡 ,9， 
Q:,Q;,Qr ET] JE R? 中 某 个 6 维 曲面 上 的 一 次 柚 分 式 ， 或 者 
Ak O 式 中 给 出 的 一 次 微分 式 在 条 件 〈3)》 的 限制 下 所 得 到 的 微 
分 式 . 
定理 1 EU 中 全 体 标 架 所 构成 的 空间 的 相对 分 量 Q' O0: 
满足 下 列 方程 式 ， 
dQ'— 9^ Q'AD!, 
| i (11) 
i191!= 9 AAL. 


这 组 方程 称 为 标 架 空间 的 结构 方程 . 

证 明 注意 ， 在 (1) Am, OP 相当 于 (CRACA) 9 € 相 
当 于 《cncayos)， 所 以 它们 实际 上 就 是 标 架 空间 中 的 12 个 坐标 
ERE. 根据 外 微分 4 的 性 质 (ii》 得 到 

d(d(OP))=0, d(dej)—-0, a2) 
将 (12) 式 用 于 (4) 式 得 到 . 


0 一 da (> Oe.) 


= > De - Q'Ade) 

3 -Boo e; 
ia (rois) 

- > ap le,- Olde; 

- (sat - SAA Jen 


j= k=] 
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由 于 ee; 的 线性 无 关 性 ， 故 得 上 式 的 系数 为 零 ， ire. 

正 交 标 架空 间 的 相对 分 量 同样 也 满足 结构 方程 (11) .这 
时 ， 微 分 式 OO! 关于 指标 LI 有 反对 称 性 〈 见 Q0) 式 ) ， 所 
以 结构 方程 成 为 

àQ'2 SO 人 oO) 

4Q!-QUAQI- - Q'ADI a3) 
40! -QIAQ!, 

dQieQiAQ QAO. 


所 谓 E 中 依赖 > 个 参数 由 ,的 一 个 标 架 族 是 指 从 变 
E sun) 的 区 域 万 到 标 架 空间 的 一 个 可 微 上 映射 c， 五 一 D， 
换言之 我 们 有 一 组 函数 : 
a; a,(u*), 
Qi; =a; Cu"), 
其 中 detCaws(u))>0. 将 w',…,w 奢 作 自 变量 ， 考 虑 微分 4(O7) ， 


de, HOP, e 是 将 (14) 代入 C 式 得 到 的 函数 ， 因 为 
{eu's su)} 是 处 处 线性 无 关 的 ， 故 可 设 


(14) 


da(DP) =>) O'er 
i= 


3 
de, = > oie; 
T= 


其 中 o, ol 是 区 域 》 上 的 一 次 微分 式 ， 称 为 这 个 依赖 ;个 参 
数 ww,…,w 的 标 架 族 的 相对 分 量 ， 很 明显 ， 我 们 有 


ozdo, 


(15) 


oi-oc*Q!, (16) 
即 o',o! 分 别 是 将 (14) ARA O) 式 所 得 到 的 结 
如 果 〈14) 式 中 的 函数 u,e) 满足 条 件 〈3) ， 即 
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3 
> ) Giuas =6,,, 


则 我 们 得 到 的 是 E 中 依赖 > 个 参数 usw 的 正 交 标 架 族 ， 
它 的 相对 分 量 o, oi MERI E 
oictoi-. (7) 
利用 82 的 定理 3 ， 立 即 可 以 知道 E' 中 依赖 r 个 参数 的 标 
架 族 的 相对 分 量 仍然 满足 结构 方程 OD. 
定理 2 ”对 于 E 中 任意 一 个 连续 可 微 地 依赖 7 个 参数 u, 
su WRR {Pur e (u) eU), RARD E o, 
oi 必定 满足 结构 方程 


L] 
| do 一 oo'N 人 of 


3 (18) 
do{= 9 otot. 
真一 下 


证 明 Xs ko'—o'Q', oj-—o'O!, BLA 
do/—d(o*Q)-o*(dQ) 


-o( QAQ1)- 3; o*QiAc QI 
Peg 191 


-5 ooi. 


第 二 式 的 证 明 是 类 似 的 . 
结构 方程 的 重要 性 在 于 上 述 定 理 的 逆 定 理 也 成 立 ， 即 结构 方 
程 是 标 架 族 赖 以 存在 的 充分 条 件 ， 具 体 地 说 ， 我 们 有 下 面 的 定 
理 : ve 
定理 3 ”任意 给 定 自 变量 veu 的 12 个 一 次 微分 式 o! 
of，1<Si,j<3， 如 果 它 们 适合 结构 方程 
do $3 o /ol, 


Jar 
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do! Met, 
则 在 E' 中 存在 一 族 依赖 参数 wyw 的 右手 标 架 以 o',01 为 
它 的 相对 分 量 . 
定理 3 和 如 果 给 定 了 依赖 变量 vew 的 一 次 微分 Xo, 
ol WERI w1 十 w ;二 0， 并 且 适 合 结构 方程 
do/- SA 


ja! 


3 ] 
do! = 全 ,of 人 ol 


WE E HEERES w',… ,wu 的 有 手 正 交 标 架 族 以 o'o! 
为 相对 分 量 ， 并 且 任 意 两 个 这 样 的 正 交 标 架 族 可 以 通过 E* 的 一 
个 刚体 运动 彼此 重合 . 

定理 3 和 定理 3 的 证 明 实 际 上 可 以 化 为 第 五 章 证 明 曲 面 存 
在 定理 时 所 提 到 过 的 一 阶 偏 微分 方程 组 的 求解 问题 ， 而 结构 方程 
相当 于 这 组 偏 微 分 方程 的 可 积 条 件 ， 详 细 的 证 明 过 程 可 参看 附录 
$2. 

例 1 E PEE 中 的 一 个 国定 点 ， 所 有 以 P 为 原点 的 右 
手 正 交 标 架构 成 依赖 三 个 参数 的 正 交 标 架 族 ， 它 在 拓 盾 上 等 价 于 
SOC3), 从 E 中 爹 体 正 交 标 架 的 空间 中 看 ， 上 述 正 交 标 架 族 满足 
条 件 

a 二 常数 ， 1&i&Q. 
因此 它 的 相对 分 量 是 
v =w -g -, 


3 
* 
o = 人 Odds 


ksi 


(19) 


其 rPa, iis B #5 0,05, —Ó;,. 


$12 设 C 是 空间 E 中 的 一 条 有 挠 曲线 ， 方 程 为 ?二 +(s)， 
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曲率 为 n ERA ve Hop os RO«UERAGM. 那么 曲线 的 Frenet 
标 架 场 fr) als), BO, yO) 是 E* 中 的 单 参数 正 交 标 架 族 ， 
它 的 相对 分 量 是 
Q'-—ds, o =w=), 
| (20) 
ni 一 kds wi =0, coli-—rds. 
如 果 考 虑 E 中 所 有 这 样 的 正 交 标 架 fr(s);e,,e,,e,} ， 和 使 
fie. 是 曲线 r—rG) 的 切 向 E. TUE dese] 与 (B.vi 比较 
可 以 差 一 个 任意 的 旋转 ， 因 此 


e, a5), ` 
[- 一 cos0B(s) +singy(s)， (21) 
e, - sinf B (5) + cosy (3). 
所 以 这 是 一 个 依赖 参数 ;,0 的 正 交 标 架 族 ， 它 的 相对 分 量 是 
w'= ds, o=o =}p, 
oi-KcosÜds, w? = — xsinĝfds, w: =d + rds. 
例 3  E* 中 球 华 标 系 给 出 的 自然 标 架 场 和 相应 的 正 交 标 架 
场 ， 设 (r,p ,6) 是 五 : 中 的 球 坐 标 系 ， 故 
x=rcos cosp, 
[r-ras 
z=rsinð, 
它 所 给 出 的 自然 标 架 场 是 | rm - o 2. T). ep 
ôr 


"dn (cosOcosgp, cosb sing, sinl), 


7p ~ reos sing,rcos8cosq,0), 


Ls —(-rsin8cosgp, -rsinÜsing,cosÓO), 


232 


Dr Or ar 
H — a mam 
很 明显 ，- gp’ 20 ^ 


应 的 正 交 标 染 场 ir ;€,,€:, e; 如 下 所 示 : 


彼此 正 交 的 ， 并 且 成 右手 系 .因此 相 


e= A / -2r | = (eosÜicosg, cos 8sin o, sin8), 
e; z | v —-(-sing, cosp, 0), 
em I z(-sin8Qcosg, - sinÜsing,cos8). 
微分 > 得 到 
dr 一 -37-dr+ A dg t 25 dg 


— dre, t rcosÜdge; 4 rd6e;, 


Q!-—dr:e,-dr, | 
[o =dr'e, =r cos dps . (23) 


o9! —dr-e,—rd0. 


因此 


同 理 可 得 


wt = -oi-de,:e,7d0, ` (24) 


o= 一 Oi 一 4e: 86 一 sinGdg. 


[s - o! = de, 'e, = cos fdp, 


3 E 
l. 求 柱 坐标 系 在 P 中 所 建立 的 正 交 标 架 场 ， 并 且 求 它 的 
2. VECAE Oxy 平面 上 以 0 为 圆心 以 R Xo e Ha RT 
d. 在 点 集 U-E- jz 轴 中 引进 如 下 的 参数 系 (9,0,9), E 
得 
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y — GR t pcos i) sin6, 
z- Dsiny. 
证 明 上 面 给 出 的 参数 则 线 网 是 正 交 网 ， 在 U 上 建立 E 交 标 架 场 
frie:e:;ej， 使 得 eyes,e 分 别 是 P- 曲线 ，0 -曲线 ，y- 曲 
线 的 切 志向 ， 求 这 个 标 架 场 的 相对 分 量 . 
3. dx f 是 定义 在 E 上 的 可 微 函 数 ， 设 


= Cinf, 1 ,~ ens D 


- CR + pcoss3 cos 0, 


MN - 1,- cosf), 
e,=(-— cosf, 0, — sinf). 
DiE: {reee E 中 的 正 交 标 架 场 , 并 求 它 的 相对 分 其. 


e, = 


$4 HEIR 


本 节 的 目的 是 把 Et 中 标 架 族 的 理论 用 于 曲面 论 的 研究 ， 首 
先 我 们 求 曲 面 上 自然 标 架 场 的 相对 分 量 ， 然 后 把 曲面 论 的 Gauss 
-Codazzi 方程 和 自然 标 架 场 的 结构 方程 等 同 起 来 . 

WE E' 中 曲面 S 的 疡 程 是 rz= ro ,w)， 曲 面 上 的 自然 标 架 
场 是 frir’ ral, 其 中 

= 2r ac nXn 

dj. agn. a) 
因此 ， 自 然 标 架 场 fr;r,,r;,n} 是 空间 E 中 依赖 参数 u'u 的 
标 架 族 . 现在 求 这 个 标 架 族 的 相对 分 量 o' "ai 假定 曲面 的 两 个 
AE AU AU JE 


I-g,sdu^du^, (2) 
I= b, du*du^, 
由 于 
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dr — r,du! ^ r;du!, 
与 相对 分 量 e! 的 定义 对 照 ， 得 到 
o'—du', os 一 dl  o'-—Q. (3) 
由 曲面 论 的 基本 公式 得 到 


ar, 
dr, — PELA 


= ” a pdufr, +b, dun, 


An 


dn = 2,527 = — bgdu^r,, 
所 以 
0; 1I", pdu", 
| oa 7b, du^, a) 
o3 = — bgp” dt’, 
w: =0. 


根据 定义 ， 我 们 知道 ao bas 关于 下 指标 2.8 是 对 称 的 ， 因 
此 第 一 组 结构 方程 
do!— olo! 


是 和 月 动 成 立 的 。 现 在 我 们 来 考察 第 二 组 结构 方程， 这 组 方程 可 以 
每 成 ， 
do? =w! No} tol No} 
doi-oi/Ao,, (5) 
doi-oi/vo, 
0—doi-oi/Nyo. 
上 面 的 第 四 式 是 明显 的 弓 等 式 ， 而 第 三 式 是 与 第 二 式 等 价 的 ， 因 
此 有 意义 的 是 第 一 、 第 二 两 式 . 
直接 计算 得 到 


, " D 
do;-—d(/'',,5du^)— eA 
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= 1 NET - ar}, ) à 2 
2( ðu? Qu? du* du^, 


o? cj — (75, du ) AIC pdu) 


Sap a DU! ug)ds Adr, 


所 以 
do - of No? 
Ld Li 
E 3 2 uit ` PRAT aD Dia e)a Adu? 
EL: "apadu? Adu! = Tas du’ Adu’. (6) 
在 另 一 方面 ， 


95 N05 (b, du) A ~ bdu”) 


= 地 (besb HE 
因此 


do;-oi/u5-oi^o! 
一 Ei UE = b, b; du Adu” 


n let [Rose 十 (beobee ~ bigbas)]dut Adu”. 


这 说 明 ， 结 构 方 程 (5) 的 第 一 式 就 是 Gauss 方程 


Rass =- (beasbap 7 bssbas). (7) 
将 o: 外 微分 得 到 
do; -d(b, du^) 


1 /bes_ bu ，， 
2 * 2u’. our) tn Adu’, 


另外 
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oN o= (D. du) AC 5, du") 
=$ aob; du? Adu’ 


SEC, - Dagba) dut Adu”. 


所 以 结构 方程 (5) 的 第 二 式 就 是 Codazzi 方程 


ab, 9b, 
-a -全 =p ba — Tspbes, (8) 


由 此 可 见 ， 着 要 验证 已 知 的 两 个 二 次 微分 形式 
9 — g,,du"*du^, 
y mb, du*du 
《其 中 9 是 正定 的 ) défi Gauss-Codazzi Jj R, Hi 3E 按照 
(3) , (D 两 式 构 造 一 次 微分 A o, oi, PE e. ol 
是 否 满足 结构 方程 就 行 了 .由 于 结构 方程 比 Gauss-Codazzi 方程 
容易 记忆 ， 所 以 验证 结构 方程 显然 是 比较 方便 的 . 
下 研 我 们 讨论 曲面 上 的 正 交 标 架 场 ， 普 先 我 们 要 指出 从 自然 
标 架 场 得 到 正 交 标 架 场 的 最 简单 的 方法 是 所 谓 的 Schmidt EZ 
化 步 吗 ， 假 定 曲 面 的 第 一 基本 形式 是 
I-—Edw -2Fdudv-4 Gd, 
则 从 {drar} 经 过 Schmidt 正 交 化 得 到 
Li . F EN 
emp eye (rt r. )» 
(参看 第 三 童 34 的 最 后 一 段 )》. dr g-EGC- EF, WER HERE 
表示 为 


e. d. ' r. 
VE 0 
tea — * (9) 
-E JE 
ei v Eg g iN. 


4,72€, 0,—n. 
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现在 fneseset 是 定义 在 曲面 上 的 正 交 标 架 场 ， 其 中 ei,e, 为 

曲面 的 切 向 量 ， 它 是 E 中 依赖 两 个 参数 usu? 的 正 交 标 架 族 . 

ARAYI o, EEA dr 是 曲面 的 切 向 量 ， 所 以 
o!-dr:e,—0. 

此 外 ， 由 定义 得 到 


dr — ole, — cfe, 


EN r 
vg ^? | 
—(o',0') — 
-En YEj 
y^ Eg Vgl. 


所 以 
(du, ds) — (o',o) "E 
u,dv Qo r vg 
V Eg Vg 
0 


| VE | 
Co’, o) = (du, do) F i) 
VE. VE 


E 
:一 T duc Fy 
i =4 u VE U, 


VE 


[60] = -—2 dy, 
VE 
容易 看 出 ， 从 (du,de) FA (o',o'*) 的 过 程 恰好 是 将 第 
一 基本 形式 写成 平方 和 的 过 程 ， 
I=Edu+2Fdudv+Gdv!’ 


(10) 
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(vans eds) ^e E Pay 

—(9)' (oy. 
实际 上 ， 如 果 我 们 取 曲 面 上 的 正 交 标 架 场 {r;e,,e,,e,}， 使 得 
ee; 为 曲面 的 切 向 量 《 以 后 ， 我 们 把 这 样 的 标 架 场 称 为 曲面 上 
的 一 阶 标 架 场 ) ， 假 定 它 的 相对 分 量 为 o'.o'.e'—0, WIL 

I=dr.dr=(@')’+ wY. 

反 过 来 ， 我 们 只 要 将 工作 配方 ， 写 成 两 个 一 次 微分 形式 的 平方 和 
的 形式 ， 则 所 得 的 一 次 微分 式 o,o o= 必定 是 某 个 一 阶 标 
架 场 的 相对 分 量 ， 我 们 在 讨论 过 程 中 实际 上 只 需要 微分 式 @ ot, 
不 必 把 标 架 向 量 e,e: 具体 地 写 出 来 ， 因 此 上 面 的 观察 在 实践 中 
是 很 有 用 的 例如， 如果 我 们 将 工作 如 下 的 配方 : 


I = du’ F(vG aos ran), 
则 得 
Vg F. | 
S d vec ) (11) 
0 yG 


那么 相应 的 ese. 由 下 式 决 定 ， 
rr。 vg 了 [^ 
r, 0 yc »" 


e, yc F r. 


p 1 
Ves: |o VE \r, 
现在 假定 我 们 有 上 曲面 上 的 一 个 一 阶 正 交 标 架 场 {rse, ;€ e! s 
换言之 ， 有 一 次 微分 式 o,o9,0-0 使 得 


因此 
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I-o)-(o". 
首先 我 们 断言 ， 一 次 微分 式 wi 二 - ol B o',o! 根据 结构 方程 
唯一 确定 ， 更 确切 地 说 ， 我 们 有 下 面 的 定理 ， 
定理 1 假定 c'e! 是 变量 v, o 的 两 个 处 处 线性 无 关 的 一 
次 微分 式 ， 则 存在 唯一 的 一 个 一 次 微分 式 wj; = -o 满足 条 件 ， 
do!--o'/oi, 
RA (13) 
证 明 从 《13) 式 可 知 oi 只 能 是 ?的 微分 式 ， 因 为 w'， 
o* ABIERTAS, KTH 
oi = pæ +q. 
HERRA (O3) 得 到 
f c poer, 
do! =o No, 
其 中 do', do’ 都 是 du,dv 的 二 次 微分 式 ， 所 以 它们 都 是 61 八 @' 
的 倍数 ， 这 两 个 倍数 分 别 就 是 p,q. 由 此 可 见 ， wi 是 由 o,o 
根据 条 件 《13) 唯一 确定 的 ， 
由 于 os=0， 所 以 〈13) 式 是 结构 方程 dor=oi 人 of 的 组 
成 部 分 ， 这 组 结构 方程 的 另 一 式 是 
0—-do'—o'Aol-to!/Avi. (14) 
现在 o',o' 是 处 处 线性 无 关 的 ， 根 据 红 的 定理 (Cartan 5M) 
我 们 有 
0i-—ao!-tbo!, 
=b0a' tca’, 
注意 到 曲面 的 第 二 基本 形式 是 
E= -dr:dn 
zx — (ole; + oe): (ole, F ole) 
zou!i tow} 
—a(0)! -2bo'o! + c(o*)!, - (16) 
所 以 系数 a,b,c 不 难 从 第 二 基本 形式 正 得 到 ， 
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(15) 


将 上 面 的 讨论 综合 起 来 ， 我 们 有 下 而 的 结论 ， 如 果 给 定 曲面 
的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 ， 将 工作 任意 一 个 配方 ， 写 成 两 
个 一 次 微分 式 o,o HERM, WMA o,o, o =0 一 定 是 某 
个 一 阶 标 架 场 的 相对 分 量 ， 另 外 ， 相 对 分 量 oj; 是 由 os,ot WE 
—WibxERS, ei,o: 是 由 第 二 基本 形式 确定 的 . 
_ 例 1 已 知 曲面 的 第 一 、 第 二 基本 形式 分 别 为 


I» (1--u*)du! 4- u!det, 
du* -- u'!de* 
Te E 
求 曲 面 上 的 一 个 一 阶 标 架 场 的 相对 分 量 ， 
解 ” 因 为 
I=(WV1+udu):+ ludo), | 
故 可 命 
oli=TAI+uwdu，  o'-—udv,  o'-—0. (17) 
假定 
€; = pdu- qde, 
n 
do!z0, do!'-du/Ade, 
o! No! = — (udv) /A(pdu-- gdv) 
= pudu Ndo, 
o'No? =(1 1i +u’du) A (pdu + qdv) 
=q 1 +wdu Ado, 
由 结构 方程 do'=0' Noi de'-o'Acoi 得 到 
Lo S 
pe TOY 0x 
即 
. 1 
e =y de. (18) 
设 
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oi =a0'+ bo’ =a 1 +u du + buds, 
o! =bo@' + co! =by 1] tudu + cudv, 


=alo Y + bw t elo 
=a(1 +u Ydw? +2bu y/ 1-Fu? dudo 
teu'dw', 
所 以 


1 T: 
= b= ea 
UU Qiruy 0 vi 


Rp 


d u 
oT siege 5 09) 


注 记 在 用 曲面 的 第 一 、 第 二 基本 形式 求 划 面 的 一 个 一 阶 标 
架 场 的 相对 分 量 时 ， 我 们 只 用 到 结构 方程 do'-o'/Aej, 3— 
组 结构 方程 dol—oi/voi 并 没有 用 到 . 前 面 已 经 讲 过 这 后 一 
组 方程 止 是 曲面 的 Gauss-Codazri 方程 ,也 就 是 工 , 王 能 否 作 为 
曲面 的 第 一 、 第 二 基本 形式 的 充分 必要 条 件 . 对 于 例 1 VERUS 
证 第 二 组 结构 方程 是 成 立 的 ， 

根据 绝对 微分 的 定义 ， 对 于 一 阶 标 架 场 {r;e,,e:,e,} 有 


De,-—oie;, 


De,— oie. (20) 
E X—xesrtxe. 是 曲面 上 的 可 敏 蕊 向量 场 ， 则 
DX=dx'e,+x'Det dr'e, + x’ De, 
= (dx + xwe, + Cdx? + 7x0 ’ e 
故 
[pr 5dr tao, (21) 


Dx!-dx + xo}, 
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定理 1 还 说 明了 ， 了 曲 商 上 切 向 量 场 的 绝对 人 微分 与 得 面 的 保 长 变换 
AX. 
曲面 上 的 一 阶 正 交 标 架 场 的 选取 有 相当 大 的 随意 性 ， 因 为 让 

一 阶 正 交 标 架 在 每 一 点 绕 靶 向 量 e 转 过 一 个 角度 得 到 的 仍然 是 
一 阶 正 交 标 架 ， 换言之 ， 一 阶 正 交 标 架 场 容 许 如 下 的 变换 ; 

e*—cos0e, + sin0e,, 

e? — - sinĝe, + cose, (22) 
其 中 0 是 曲面 S LATRA. 正 是 因为 一 阶 标 架 场 的 选取 具 
有 这 种 自由 魔 ， 使 得 它 与 曲面 的 参数 系 的 关系 比较 松弛， 因而 为 
处 理 曲 面 的 问题 带 来 很 多 便利 ， 此 即 话 动 标 架 的 优越 性 ， 当然 ， 
则 面 上 的 几何 量 可 以 借助 于 曲面 的 一 阶 标 架 场 的 相对 分 量 来 表 
示 ， 但 是 这 种 表示 应 该 与 一 阶 标 架 场 的 选取 无 关 ， 即 与 变换 (22) 
ER. 我 们 先 考 虑 在 变换 (22) 下， 相对 分 量 的 变换 规律 . 用 
&, 5i 记 一 阶 标 架 场 {r;e?,e?,e?} 的 相对 分 量 ， 由 (22) X 
可 知 ，e! 二 es,， 人 :二 ww' 二 0. 另外 ， 


dr=(o', œ?) » ) 
(5,07) (i) 


=(6',6’) ( HD XC ) 


— sin ð cos ĝ 


所 以 
POLI m cos Ü sing 
lo'o’) qvum UT. so 
(5,57) - Co! oy (^^ 8 ~ sin 0 ). 


sin 9 cos 0 


HB Qo X, SITE 


ài-Del.e? 
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e [( — sinbe,+ cose, )d0 + cos0De, 
+ sinODe, ]-( — sine, + cosĝe,) 
=d+ o}, 
AHR, HA e$—e. KE 


e 
det =de, = Colo) (7) 


2 


Tons T, UC 


—sinÜ cos 
因此 
cos Ü  sinÓ 
(21,01) =,D ) 


-sing cos0/ 
x 


于 是 - 

Qoa (908 -sing 4 b 

(Mo Xs 9 cos » b z 
-(nop(^ 7) 


a (o o*y(* "(e 0 -sin ^y 


b c sin 0 cos à 


( b H eos Ó sin AH A 0 -sin s) 

b z) V-sin8 cos 8 hb csing cos 0 P 

BD oto: WRABER H (22) 下 经 受 一 个 相似 变换 (或 
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sin à cos Q 


AWO. HPE R (22) 的 矩阵 .综合 起 来 ， 我 
们 有 
定理 2 若 昌 而 上 的 一 阶 标 架 场 fr;e,,eiyes} 经 受 如 下 的 
变换 
et cosÜ sin Ü ye, 
人 - şin 0 cos 0 X ^ 


则 对 应 的 相对 分 量 按 下 列 规律 变换 : 


L| MAL | cos ĝ -sinf 
= 23 
(o ,0) (o 3 CD X 0 MS ( ) 
=w -—, (24) 
人 ;一 Cd0， (25) 

cos 0 -sing 

01,0;)7:(01,01 26 
(CHOP ELCHE Cn o) (26) 


b cos Üü sinÜxXya brcos0 一 sinb 
EC cos JG Ais 6 AN» 
(27) 
根据 定理 2 ， 很 容易 构造 出 曲面 上 的 一 些 不 变 式 和 不 变量 ， 
它们 与 曲面 的 一 阶 标 架 场 的 选取 无 关 ， 

(i) 二 次 微分 形式 l+, o'oito'oi, Coi» + 
(oiy 显然 与 曲面 上 一 阶 标 架 场 的 选取 无 关 . 实际 上 ， 它 们 分 别 
是 曲面 上 的 第 一 、 第 二 、 第 三 基本 形式 . C | 

Gi) e'/o* ETEA. 实际 上 ， 

&' AG — (cosb + sinbo IAC- sinbo’ + cos00') 
=0' No’. 
假定 {ei,e:} 是 从 自然 标 架 frr 经 过 Schmidt EX 化 得 来 
B A Q0 式 得 到 


o'Ao! - (VE du+ zo ger)^( Ear) 


~ 
Oa Q 
ixl 


=y g du/vdv. . (28) 
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所 以 ot!Ao! 恰好 是 曲面 的 面积 元 素 . 
Gi) BZA, ei^o e'/Aei-e'A^o: 都 是 曲面 上 
不 变 的 二 次 外 微分 式 ， 经 计算 得 到 
oi No: = (ac - 0) o! Aa, 
o'Aoi-o'/A^ol-(atc)o No. (28) 
因此 (ac - 50, Care) 是 上 曲面 上 的 不 变量 ,实际 上 它们 分 别 是 


矩阵 (， ，) 的 行列 趟 和 迹 ， 由 于 这 个 系数 矩阵 在 一 阶 标 架 场 作 变 


换 时 经 受 的 是 相似 变换 ， 所 以 它 的 行列 式 和 迹 都 是 不 变 的 .在 中 
我 们 会 说 明 ac- b =K, ac c—2H. 
(v) 由 (25) 式 可 知 
dvi =4ð], 
所 以 do? 也 是 曲面 上 不 变 的 二 次 外 微分 式 ， 另 外 ， 由 结构 方程 
可 知 
dO:=o0Noi= -0i No} 
= - (ac - b’ Jo No = - Ko't, (30) 


因此 K=ac- b= - -r ， 这 说 明 KK EEEH KAJLA 


量 ， 重 新 获得 了 Gauss 的 精采 的 定理 ， 
| (0 e'oi-o'oi 也 是 曲面 上 的 不 变 的 二 次 微分 形式 、 实 
际 上 由 定理 2 得 到 


cosÜ — sing 
&! ~i = 1 ， 2 
(8',87)— (o OL o 


e cosÓÜ sin [^ 
( KC cos A ~ wi ) 
(Gay Bá )= Go» » ) 


将 oio: 的 表达 式 代 人 ， 则 得 
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因此 


o!o!- wm =b] + (c-a)o!'o' -b(o!?y. (31) 
在 85， 我 们 会 给 出 这 个 二 次 微分 形式 的 几何 意义 。 - 
习 题 
1. 验证 : 在 例 1 中 由 (17) ，(18) . Q9 ZA 给 出 的 
相对 分 量 满足 正 交 标 架 族 的 结构 方程 
2， 设 {rsr ron) 是 曲面 上 的 自 然 标 架 场 ， 其 相对 分 量 
e',oi d] (3),CA) WAHHH. WEH: 
{i) dgap—= g,,0 5 E,gO ;. 


Gi) fü O87 OB,p jid do, oA 人, = 去 有 Road 人 


du’, MK R,,,,—g,R',,,. 

(ii) dg =- g''oy - g^ oy. 

(iv) do1— 05/057 ~g” (do? - ofo). 

3. 设 曲 面 的 第 一 基本 形式 给 定 如 下 , 求 曲 面 上 关于 一 个 一 
阶 正 交 标 架 场 的 相对 分 量 o, o K oi. 


(i) I = (dut + de), v0, 


G) T= EEE U>) 

Gii) I-du-2cospdudv--dv', Hh Y dE u,v 的 可 微 函 
数 ， 

4. 在 旋转 曲面 

r(u,v) — (ucos v,usinv,g(u)) 

上 建立 一 阶 正 交 标 架 场 ， 并 计算 它 的 相对 分 量 o'i. 

5. 已 知 曲面 的 两 个 基本 形式 分 别 为 

I= (a +20 Jdu’ + 4uvdude + (à? + 2u/)de', 


T = 一 0 OO 
V atu +o) 


dude. 
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求 该 下 而 上 一 个 一 阶 标 架 场 的 相对 分 量 of oi， 并 且 验 证 它们 透 
合 第 二 组 结构 方程 . 


$5 曲面 上 的 曲线 


假定 在 曲面 S. r—r(u', w) ERUE T —BriEZS s tp {r 
9,,0,,0.]), 其 中 0,—n, 它 的 相 对 分 量 为 O0',0',0!—0 以 及 
[RE 一 马 记 它们 都 是 u'u’ 的 一 次 微分 式 ， 

WC 是 曲面 S$ 上 的 一 条 曲线 ， 其 方程 为 wr=u(s)，a = 
1,2, s 为 弧 长 参数 ， 因 此 ， 曲 线 C 的 单位 切 向 量 是 

e= roa, 十 La. (1) 
设 8 是 €; 5 a, 所 成 的 方向 角 ， Bp 


e,— cos a, + sinl a,, 


ik . 
-2 ens 8, 全 -=sinb， (2) 
命 
€,7-nXe,- — sinĝa, + cosl a, 
一 -2 a, 全 一 一 0 (3) 


€4,770,—n, 
于 是 {r(3);e,,e,,e,} ER C 定义 的 一 个 正 交 标 架 场 ， 因 此 ， 
曲线 C 的 曲率 向 量 是 


e 


2 — (- singa + cos ba,) 2 30 + cos0 12 


所 以 


De, dð o? . 
ds 一 ds" ds Jes (4) 


ikih C 的 测 地 曲率 是 


dé oi | 
er t às , (5) 
法 曲率 是 
_ de, . a'oi ta HOHA 
K= n ds? 
-acos*0 + 2bsinOcosÓ + csin?ð. (6) 
另外 ， 
de 


. d0 ， da, da 
; z—(cos8a,4 sinQa;)-,—C- sin -is 4 eos às 


m - (e Su +(- sino + cas Jes 


o'm! — OO! 


mm —kK,0, t de 
Br EA SN Hb e zi E 
o'oi- o'o? 
r= dB ^o? (7) 


这 给 出 了 8 4 最 后 给 出 的 不 变 微 分 式 9'oi1-o'o! 的 几何 意义 . 
特别 是 ， 根 据 第 六 章 $ 1， 曲 面 上 曲率 线 的 方程 是 
alo 一 0203 一 0。 《8) 
AA (0) 直接 给 出 了 法 曲率 x, 作为 方向 角 0 的 函数 ， 现 在 
我 们 来 考虑 x。 的 极 值 性 质 ， 由 (6》 式 得 到 


T , Eb90928 | ein 20 c - 1- 20020 
| 29+basin20， 
2 4 $ 08 sin 


ste 


4^2, b AHAT, Wi um 5 50 fc 即 曲面 在 该 点 
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沿 各 个 切 方向 的 法 曲率 都 相同 ， 因 此 该 点 为 曲面 的 脐 点 。 如 果 
二 ,5 不 同时 为 零 ， 则 可 取 0,， 使 得 


cos 20, = ———À———— 
ADET 
a [M (9) 
sin20, = Fir 
于 是 
AES EN COET +b? » cos2(8 —0,), (10) 
由 此 可 见 ， Ka 在 6 =0 0+ 7 时 达到 最 大 值 
NM ta», (1) 
在 9 =9, t$ D 时 达到 最 小 值 
Lee J (855) «v . (12) 


换 句 话说 ，x,,xs 是 曲面 的 主 曲率 ，0,+ 一 是 曲面 的 主 方向 ， 


并 且 对 应 于 不 向 主 曲 率 的 主 方向 是 彼此 正 交 的 .另外 ， 和 由 (11)， 
《12) 两 式 得 到 
2H =x, +K: =a +c, 
K=x, * K,=ac— b’, (13) 

这 证 明了 $ 4 的 《iii) PRF acc 和 ac-b 的 断言 . 

如 果 我 们 取 曲 面 上 的 正 交 标 架 {riaa a,j, EA cas 
分 别 是 曲面 在 该 点 的 主 方向 ， 则 这 样 的 标 架 称 为 二 阶 正 交 标 架 ， 
JB], 0,—0, f 


k, 一 


atc &—cM 2 
2 «(Sz b! cos20 
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=g, cost -- x, sin'Ó, (14) 
这 正 是 关于 法 曲率 的 Euler 公式 .此 外 ， 由 (9) 式 可 知 ，0, 二 0 的 
充 要 条 件 是 5==0， 所 以 关于 二 阶 标 架 场 有 


E —a(0')' + e(Co*)', (15) 
或 者 
e!-—ao', oi-cot. (16) 
XB | 
K =d, K.—C. (17) 


根据 SGOR, RITE 


= (18) 
这 不 仅 说 明了 K EA ER JL fef, 而且 给 出 了 计算 Gauss 曲率 


的 有 效 途 径 ， 
例 1 设 曲 面 的 第 一 基本 形式 为 I 工 =Edu:+Gdv':， 证 明 ， Hh 
面 的 Gauss 曲率 是 : 


ke ve (09) (849). 


‘I= Edu) + (vV Gav), 


故 可 命 | 
o'—yE du, wow: 一 1AC dv. (19) 
" 
Q1- pdu t gdv, 
代入 结构 方程 
do!-—o!'/^ol, do'-o!/o! 
得 到 


- (V E),du N dv= py C du/Ado, 
(QV Č ),du AN dv —4V/ E du/Ads, 


故 有 


—_ [V E), (076) 

P VE U yg" | 

oi-- GEN du 十 Cv C. av, . (20) 
因此 

i^ (Ee) + (GE) Junan 

ol 人 No:=4 EG du/Ndv. 

由 公式 (18) 得 到 
c-r cvi (S79) (8/2). 


如 果 Qu, v) 不 是 曲面 上 的 正 交 参 数 系 ， 则 上 面 例子 的 证 明 过 
程 中 给 出 的 计算 方法 仍旧 是 有 效 的 由 此 可 见 ， 采用 活动 标 架 计 

成 动 地 解决 了 计算 曲面 的 Gauss 曲率 的 问题 . 

例 2 利用 一 阶 标 架 场 的 理论 能 够 很 容易 导出 计算 曲面 上 曲 
线 的 测 地 曲率 的 .Liouville 公式 ， 假 定 曲面 上 的 第 一 基本 形式 为 
I 一 Edw + Gdr’, 曲线 的 方程 是 u—u(s), v=), Js EM 
长 参数 ， 设 曲线 与 w- 曲 线 所 成 的 方向 角 为 98. w osy Fay, 
o'—y Gav, Wi (SRH 1) 


并 且 


o= 


_ VE),,, vO. 
ZE dt EE VE dv, 


HAA C) a n dil £s UD Hb eJ 
252 


4989, ei 
Sds ds 
248 VE), du , (VO) do 
ds VG ds VE ds 
dg 1  élaE 1 26 . 
i 2G go cosÜ 十 VE gu ^n? 
此 即 Liouville 公式 ， 
注意 到 对 于 曲面 上 任意 一 条 曲线 用 Liouville 公式 去 求 它 的 
测 地 曲率 仍 是 十 分 困难 的 .公式 (5) 为 我 们 指出 了 一 条 简 这 的 途 
1$. WE C EK S 上 一 条 已 知 的 镭 线 ， 我 们 取 曲 面 上 适当 的 一 
阶 称 架 场 fr:a ,ca:，c， 使 得 它 限 制 在 直线 C E. os 恰好 
是 曲线 C 的 切 向 量 ， 这 样 的 一 阶 标 架 场 是 容易 取 到 的 ， 设 相应 
的 祖 对 分 量 为 2',w*， 由 $4 的 定理 1 可 以 决定 oi. 现在 我们 
有 三 0， 所 以 由 (5) 式 得 到 | 


L1 


T. 
要 指出 的 是 ， 在 上 而 所 叙述 的 方法 中 我 们 并 不 要 求 在 曲面 上 已 经 
取 了 正 交 委 数 系 ， 这 正 居 活动 款 架 场 与 参数 系 的 关系 比较 松弛 的 
妙 处 . 
pis 设 曲 面 的 第 一 吉本 形式 为 1 一 du"+ CertoDav， R 
曲线 x+z= 0 的 测 地 曲率 "c 
解 ” 由 于 Co) 是 曲面 上 的 正 交 系 ,， 赵 此 例 可 以 通过 Liouvi- 
He 公式 来 求 ， 在 这 里 我 们 采取 上 面 所 建议 的 办 法 . 首先 ， 在 曲 
面 上 引进 新 参数 系 (5 , 7 )， 使 得 曲线 ,x+2 一 0 对 应 于 曲线 7 = 
此 只 要 命 EE 
= 本 Ce- 由 n-lG9, 
故 
u= E+, v=- Et. 
曲面 的 第 一 基本 形式 成 为 


I-(dé£--dg)' - [C£ ny - a!]C- d£ + dp? 
=[1 +a + (+y Jdé + 2[1 - a! - ($0) ]dédn 
+i +a t (E+ lin 


1-a -Citn any 


—[1-te Gn CERETI 


a-a- (Cn? 
+[- Itet ET 


pee (E+) Jom 


l-a- (E+) 


o Vita ty d UIT UT 


dy, 


2v ai 十 (+n) d 
? V1i+a+(£+n)’ 


此 时 ， 相 应 的 一 阶 标 架 场 中 的 aq :就 成 为 -曲线 的 切 向 量 了 ,所 
以 ， 要 求 的 曲线 的 测 地 曲率 是 


ei | 
Kk. 
i )7-066 


ds 


不 妨 设 oic pibtgdn, BÀ | 
dé 
“5P ' EN 7-99 ` 
因此 我 们 只 要 求 出 p| ， ,及 -至 -| ，, 即 可 . 


对 o^ 求 外 微分 得 到 


TENERE LX t0) 
tom rv unn tm ^a EE enr 
[1-4 - (E +n] > (6 * 
-3(E+7) — (É-c-m[1-a - Ctm 
~ HER (0 Qr r0 JasAdn 
又 有 
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: Ip. 2 a - È+) 
o'Aoi-p VATSGTY TOU dé Adm, 
故 由 结构 方程 do'—o/e. 得 到 
V 1-a rÉ e -34 |  £ü-ev-£) } 
2 Vitate (YVictac-bBP) 
_ rz éQ ta c£) 
~ Vaté (lta +é) 
在 曲线 ”0 上 绝 长 元 素 是 
ds! — (1-- à! - ££, 


P 


故 
45 
ds v 1e +E’? 
因此 曲线 7 =0 的 测 地 上 典 率 是 
RENI CA oc NN 
to Va cb Y QrarP) 
u 2v — u)(8 + 4a! 4- (u — v)") 
Vhat- v)? V. (4 4e! - (u- o) 
u(2-- a? +u’) n. E 
Vetur V (-c-acu) C^wt v0. 
在 本 章 我 们 只 是 对 于 外 微分 和 活动 标 架 法 的 基本 概念 作 了 一 
些 介 绍 . 即使 如 此 ， 已 经 可 以 体会 到 用 活动 标 架 法 计算 曲面 的 
Gauss 曲率 和 测 地 曲率 是 十 分 有 效 的 ， 对 于 验证 曲面 的 可 积 条 件 
是 非常 方便 的 .活动 标 架 方 法 是 研究 大 范围 微分 几何 的 重要 工 
有 共 ， 这 留待 以 后 的 课程 进行 介绍 . 


3 E 


1. 设 曲 面 的 第 一 基本 形式 为 
I —du'-2cosqydude- dt, 
其 中 少 是 w- 曲 线 和 vo- 曲 线 的 来 角 ， 试 求 ， 
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Ci) 曲面 的 Gauss 曲率 K., 
Gi) 二 曲线 和 2 曲线 的 测 地 曲率 . 
Gii》w- 曲 线 和 *- 曲 线 的 二 等 分 角 轨 线 的 测 地 曲率 ， 


2. 设 曲面 的 第 一 基本 形式 是 工务 (du +dr), v0, XR 


曲线 uckvcb(k,b 是 常数 ) 的 测 地 曲率 ， 

3. 设 C 是 E 中 一 条 曲线 ， 其 曲 率 处 处 不 为 零 . 以 C 的 
点 为 圆心 在 法 平面 内 作 半 径 为 a 的 圆周 ， 这 些 圆 周 生 成 一 个 曲 
面 ， 称 为 围绕 曲线 C 的 管状 面 ， 试 在 管状 面 上 建立 一 个 一 阶 标 
架 场 ， 写 出 曲面 的 第 一 、 第 二 基本 形式 ， 并 求 管状 面 的 主 方向 和 
xg. 


256 


附 * 


这 个 附录 主要 包括 两 部 分 ， 一 部 分 是 关于 本 书 中 所 用 到 的 微 
分 方程 组 的 定理 ， 特 别 是 一 阶 偏 微分 方程 组 的 可 积 性 定理 .这 个 
定理 在 微分 方程 课程 中 往往 是 被 忽略 的 ， 但 是 在 微分 几何 学 中 却 
有 十 分 重要 的 作用 ， 因 此 我 们 在 这 里 叙述 并 证 明 这 个 定理 .进而 
我 们 指出 这 个 定理 实际 上 与 一 次 微分 形式 方程 组 的 Frobenius 定 
理 是 一 回 事 。 另 一 部 分 是 叙述 张 量 的 概念 ， 把 本 书 中 讲述 的 第 一 
类 、 第 二 类 基本 量 的 变换 规律 抽象 为 一 般 的 张 量变 换 规 律 . 这 样 
做 对 于 提高 和 加 深 对 于 几何 学 的 理解 有 帮助 ， 对 于 学 习 物 理学 和 
力学 更 有 帮助 。 


$1 关于 常 微分 方程 的 几 个 定理 


在 第 二 章 证 明 同 线 的 存在 定理 以 及 在 第 六 章 讲述 切 向 量 沿 曲 
线 的 平行 移动 时 ， 我 们 都 用 到 了 下 面 的 一 阶 线性 齐 次 常 微分 方 各 
组 的 存在 、 唯 一 性 定理 ， 

定理 1 ”已 知 常 微分 方程 组 


Je c sax, 1<i<n a» 
]-1 : 


其 中 系数 2,00. 是 用 区 间 [a,8] 上 的 连续 函数 ， 则 对 于 任意 给 定 
的 一 组 实数 x1(1&&i<n)， 存 在 唯一 的 一 组 函数 x, 二 x,(1)， 使 得 
每 一 个 函数 x% (9 在 闲 区 间 [e, 妆 上 是 连续 可 微 的 ， 并 且 它 们 满足 
方程 组 (1》 和 初 条 件 , 
s(a)—xi, IIK. - y (2) 
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证 明 ar 
xQU-x 十 | 六 ovxyab 


H 
t 
=x'+ > a; x; dt, 
i - 


9469989900990 95 0004909009090 965 


(3) 


假定 lo, (D! 在 区 间 [a,5] 上 的 上 界 为 二 4，4>0， wl 的 上 界 为 


B. 于 是 
REUS BD ja hla 
«ABG- a), 
ls, 0? -a p S a - [x f? — xs] dt 
td 

«AB [6-04 

= B. Ti 2L, D 
用 归纳 法 可 证 | | T 

ki -ato B FEL g, OL 


| (4 
DI = , A Cb — a) 
很 明显 ， AN B- 一 一 是 收 伊 的 ， 即 之 B 一 


mB.e00m, KIFE- bs i UK 
xp (xU xi) (x? xf) ER 
(5) 
dE Ix [B] La, b] Ae. 然而 上 述 级 数 的 前 (r 1) 项 的 和 
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e, 因此 存在 区 间 [e, 杂 上 的 连续 函数 x, CO 818. 
limx ^ (0) =x) 


现在 证 明 函 数 x (0, i«d«n, UEJD ERMBR C) RAO. 
利用 O 得 到 


t 
Xp Xi— , > aa 


i 


=(x;- xí )+ (EP — x1) -| Das, * dt 


=(x; =x) +) Eer” =~ x,)dt. (7) 
i 


Ex 
(6) 


因为 (6) 式 中 的 极限 在 区 间 [a,5] 上 是 一 至 收 钱 的 ， 故 对 于 任 给 
的 se > 0, BEN, HE r- IAN, Ma, b] 内 的 任意 的 + 都 


有 
lx i TD — xf <e ; 1&isn. 


所 以 由 (7) RAN 
asd 


ix;— x "| + 人 LE lx TO = x| dt 


«et eACU- a) &e[1-4- Ah -8)]. 
由 于 e 可 以 任意 地 小 ， 而 1 二 4(6b ~ 6) 是 常数 ， 所 以 有 


Mi 一 Xi i53 0,,X dt, (8) 
um 


因此 x, () H8 7; E648. C) AI 2). 
假定 有 另 一 组 连续 函数 x0) 满足 方程 组 (1) 和 初 条 件 (2)， 


命 
(9) 


f(t) = x, - X) 


Hu f (a) =0, JE 
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fo = UX a; fdt. ao 


不 妨 设 六 (9 在 [co 内 有 上 界 C, 则 由 (10) 式 得 到 
If «ACC - a), 


WXRCAB S 

f| ec( G- a) aO c. 07 9, 
逐次 选 代 得 到 

if1«C- Lea C- 1e., a1) 
pos aeaa AOO a E roo 


时 ，(11) 式 右边 趋向 于 零 ， 所 以 /三 0. 证 毕 , 

定理 2 ” 设 有 一 次 微分 式 

f(x, y)dz + g(x, y)dy, (12) 
其 中 f(x,y),g(x,Y) 是 区 域 DCE 内 的 两 个 连续 可 微 函 数 . 对 
于 任意 一 点 Gs y0€D, 车 POY) ta (s 90750, WI A 
《xo,7,) 的 一 个 邻 域 UCD, 以 及 定义 在 U 上 的 函数 AC%,y)， 
使 得 O 
AG) UG 8x el man) 

是 U 上 基 个 可 微 函 教 h(x,y) 的 人 金 微分 ,换言之 ,在 一 点 (x,,7。》 
D HEARR JE (12》 的 积分 因子 是 存在 的 . 

证 明 设 (x。,y,)eD， 并 设 g(x,,yo) 了 天 0， 于 是 在 (sy) 的 


邻 域内 可 以 考虑 常 微 分 方程 
dy — - f(x,y) z (b 
dx. — gy) . E (18) 


根据 常 微 分 方程 解 的 存在 定理 @， 必 有 x 的 一 个 邻 域 了 及 y, 


D $8. C.Birkhoff and C.C. Rota, Ordinary Differential Equations, 
John-Wiley & Sons, 2-ed., 1969, p.174. 
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的 一 个 邻 域 J, 使 得 Ix JIcD, JF 且 对 于 任 意 的 yel, 方程 
《13) 有 唯一 解 


y=y(x,7,), xel, (14) 
满足 初 条 件 | 
yCxo Y= Yis (15) 
TEAR y Gor 对 于 ey JEGESERTIOB CRUS. H CI) 可 
airn] cn MA m WERT EA 


àv(x, , 
" »j Æl, V(x,y.)el x]. 
yi 


EE, TREEIRHECBCEHR, FEA% 


yich(s,y) Gel xJ cix] (16) 
满足 恒等式 
YEEY(CX ,天 (YY))。 (17) 
对 (14) 式 求 微分 得 到 
dy = 0m) a, 十 n 
ENNICIDICH n) ay(x,y,) d 
ERLERDI 2y, M 
所 以 
dy,— fy Cx, y 9dx-r gx, y(x y. Jay 
Prend). g Guy (%, en» 


H y, 二 h(x,y) 代 入 上 式 ， 并 且 命 


AG.) 73; ! (8) 


FE esha D ca Gan) 


WE J,xJ,c D ARY 
dh(x, y) — A(x, y) Lf (x, y) dn t g(s, y)dy]. 
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Rie Bg 4(Cx,Y) 是 方程 (12》 的 积分 因子 ， 

需要 指出 的 是 ， 定 理 2 的 证 明 依 赖 于 常 微分 方程 的 解 的 存在 
性 以 及 对 于 初始 值 的 连续 可 徽 依赖 性 ， 在 变量 个 数 多 于 2 时 ， 定 
理 2 是 不 成 立 的 . 


$2. 一 阶 偏 微分 方程 组 的 可 积 性 


我 们 要 考虑 的 一 阶 偏 微 分 方程 是 
Y lf eat vm) (1) 


1«&ox,m, l&js.n. 
假定 fix) ERR D—Dx Rue 续 可 微 的 函数 ， 其 中 
五 是 R 中 的 一 个 区 域 . - 
先 观察 一 下 方程 组 (1) 的 几何 意义 .由 (1) 得 到 
dy'—fi(x',--,x"iy!,,y')dx^, ISKN. (2) 
FENER A (1r xti yvy, JEA (2) 给 出 了 
DO 在 污点 的 切 空间 的 一 个 m 维 子 空间 ， 它 在 向 因子 D 作 自 
然 投 影 时 与 在 (x',… a) 处 的 切 空 间 是 线性 间 构 的 ， 因 此 ， 方 
. RA CO 的 几何 意义 是 在 区 域 D 上 定义 了 一 个 m 维 切 子 空间 
场 . RHE, JEA (1) 的 解 y =y (x!,"…,x") 给 出 了 一 个 m 
维 曲 面 ， 它 的 切 下 面色 好 属于 方程 组 《1) 给 出 的 m 维 切 子 空间 
场 。 但 是 这 样 的 解 不 总 是 存在 的 . 
定理 1 对 于 任意 给 定 的 初 值 
《xi NOY sy) ED 
[E HE vn ,x?) 的 一 个 邻 域 UCD 内 存在 一 组 可 微 函 数 


y =y Cata), IX . (3) 
ikmgBO BER COO 和 初 条 件 
y Cxie) = Yi IKIKn (4) 


的 充分 必要 条 件 是 ， 在 区 域 D 上 成 立 恒 等 式 
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af: ofi n 25 


i 
Jx ^ jx" ^ gy l^ 


并 且 在 此 时 ， 方 程 组 (D) 在 该 点 邻 域 内 满足 初 条 件 〈4) 的 解 是 
唯一 的 ， 当 D EREHE, M8 (3) 能 够 开拓 成 整个 区 域 
D 上 的 解 . 

证 明 必要 性 , 任 取 一 点 (x?3y;)eD， 设 在 点 (x;) 的 邻 域内 
AR y'=y'(x") 满 足 方 程 组 (1) 和 初 条 件 (4)， 很 明显 ， 由 于 fi 
的 连续 可 微 性 可 知 y (nt) 是 二 次 以 上 连续 可 微 函 数 ， 帮 ya) 
的 两 次 偏 微 高 与 次 序 无 关 ， 即 

Sy oy — 
axta T Ox'ax^^ 


BLER C KI RRA 


afi o 
ay’ fi=9. (5) 


3 G5 G*iy'G))D = FF 3 (Gy! G*)), 


KEAC GYRE 


aji "n af; 4 afi 
ax gy! fi- 9 x^ ay 


充分 性 ， 首 先 我 们 证 明 ， 如 果 方 程 组 (1) 在 初 条 件 (4) 下 的 解 
是 存在 的 ， 则 它 必 是 唯一 的 ， 实 际 上 ， 者 设 y'=y'(%x") 是 方程 组 
(0) ERGOE 上 的 解 ， 不 妨 仍 定 U AAEE, F 
是 对 于 任意 一 点 (x7)eU， 必 有 0 内 的 一 条 路 径 xt—x (0D，0< 
tS&1， 连 结 点 (x?) 和 (x?)， 即 


x'(0)—x$, x"(1)=%!., (6) 
ft 
y' Qm yG*GO», (7) 
则 有 . 
y'(0) 2 y'(x*(00) — yi» (8) 


并 县 y'Q) 满 足 常 微 分 方程 组 
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dy(D — 2y dx’ de 


dt T 3x (% « Dd 


fe 310)) E. (9) 


FE U 内 有 另 一 组 解 y= y a) 满足 方程 组 (1) 和 初 条 件 
《4)， 则 函数 (0 = 二 了 《wx*(?)) 满 足 同 一 组 方程 (9) 和 和 相同 的 初 
RG). 由 常 微分 方程 组 (9) 在 已 知 初 条 件 (8) 下 的 解 的 唯一 性 
FaF O=, EFDS, W y'(G-»yGD0. 

上 面 的 证 明 遍 发 我 们 考虑 常 微分 方程 组 的 问题 ， 


-一 &G*GQ)iy 25. e. (10) 


Oyi, 


其 中 G) SIKILE GR GO RS — ZR CLA B ARR. 
由 于 fs 的 连续 可 微 性 可 知 ， 在 〈xs379 的 一 个 紧 致 区 域内 ，f: 
ATH, FE fa 关于 y! 满足 Lipschitz 条 件 ， 因 此 ， 利 用 
$ 1 关于 定理 1 的 同样 的 证 明 方法 可 以 证 明 癌 题 〈10) 有 解 7 一 
YO) OKKI 困难 在 于 OBET ETEA GOMEDI 
径 有 关 . 为 了 构造 方程 组 (1) HE RNEER: RHES) 
下 ， 对 于 在 (*?) 的 一 个 单 过 通令 域内 连结 (x;) 和 (x7) 的 任意 两 条 
路 径 xt) ,#s=(t)， 常 微分 方程 问题 (10) 的 解 G0, ^ $705 满 
ERE y) = $0) 


为 此 ， 命 mE 
x*(t,5) =x" Ct) + SC E *(£) - x7 (D), 《11) 
考虑 党 微分 方程 组 z 
T Ge, s); y’) aa? G, 2s. 
(12) 
yCo»myi. 


设 它 的 解 为 =y 0,25, CHF tss 是 连续 可 微 的 . /我 们 要 证 
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Bj y'O,55 s 无关. 引进 函数 


HOB fe PER 
(13) 
直接 微 商 得 到 
8z(1,5)) Afk Ox'(t,s) afi əf; 
cr AG )+ [Br - 22 
afi., afi 2x (0,9) 22 G2 
了 UE SOON 
由 于 恒等式 (5)， 故 函数 zr RERE 
0 — pL Gu (8), (4) 
其 中 
Fic, DEEDE ODA a, (15) 
并 且 
z(0,5) —0. (16) 


注意 到 方程 组 (14) 是 线性 齐 次 方程 组 ， 在 初 条 件 《16) 下 有 平凡 
解 ， 由 解 的 唯一 性 可 知 
z'(1,5)z0, 
即 
SYX52. p Gruss) EE, 


在 上 式 中 命 t=1， Bret, DER E C, s) 


y! 和 s) 


=0， 因 此 
=0, 


即 y'(1,s) 与 无关 . 
现在 取 点 (x!) 的 一 个 球形 邻 域 UCD. 对 于 任意 的 (x?)eU， 
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命 sG) 二 x? 十 tx? ~x?),0<t<1， 设 相应 的 问题 (10) 的 解 为 y 
= us GsftyGO-yG., 《1), 则 得 定义 在 0 上 的 一 组 确定 的 
函数 y(x")， 我 们 要 证 明 y — y' (20) 正 是 所 要 的 方程 组 (1) 的 解 . 

首先 我 们 指 出 ， 如 果 y'— y (0) oss 是 问题 (10) 在 过 
结 点 (x?) 与 (xz?) 的 某 条 路 径 x0) ,0<<1 下 的 解 ,那么 对 于 任 妨 
的 0 之 4 «b y'Ci)my (i uy i «D 也 是 问题 (10) 在 连 
£& (x1) C CODBSERTE 4 "(CE )mx CE Ou) (Os í S) Tf. 
实际 上 ， 


-u HOED F Gu» SE 


Ixte 

=A y GERO. 
将 这 个 事实 和 终端 值 Y O 与 违 结 端点 的 路 径 无 关 的 事实 结合 起 
来 ， 便 有 

y (4) FA) 5G). (7) 

假定 stan OERA GDA GN 的 任意 一 条 光滑 路 径 ， 

y'— 7 了 "(4) 是 问题 10》 的 相应 的 解 ， 由 《17) REA 

y 'Q)-»(G*(), 
代入 方程 组 (10) 有 


By. O ys s 


在 上 式 中 命 5 B | , 。 可 以 取 任意 一 组 非 零 实数 值 ， 


BE RR (XT) E, 
APLUD polar sy QD). 
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WEE, 。 
当 六 是 单 连通 区 域 时 ， 局 部 解 y=y'《x") 的 延 拓 是 容易 敌 到 
fh. 
很 上 明显， 如果 D 是 RP” h 意 一 个 区 域 时 ， 定 理 1 中 在 
可 积 条 件 (5) 下 局 部 解 的 存在 性 仍然 是 对 的 ， 
下 面 假定 DE Re 中 的 一 个 区 域 ，o7(01 委 ca 灾 站 是 区 域 D 
上 的 r 个 处 处 线性 无 关 的 一 次 微分 式 ， 方程 组 


w=0,， 1&a<r (18) 
PRU Pfaff 方程 组 ， 它 可 以 化 为 偏 微分 方程 组 (17， ScBs b. i 
or= at (on adn (19) 


BE) o ERER, IRIURE (a?) 的 前 r 个 列 的 行 
列 式 不 为 零 ， 即 方 阵 (a3) 是 可 逆 的 ， 用 (02) 记 它 的 逆 和 矩阵 。 因 
此 ， 方 程 组 (18) 等 价 于 


0°= M bio^-—0, i«a«r, 


Bei 


即 . 
ge 一 dxe+ $^ ofdx!=0, 1«a«r, (20) 
f=r+il 
其 中 
| di P bjat. (21) 


比较 (20) 与 (2) 式 可 知 ， 方 程 组 〈18) UT — Wr RICO DE 
组 . 
= — cf (x! nux), Larr +I LE Kn. (22) 
定理 2 (Frobenius 定理 ) 如 果 Pfaff 方程 组 〈18) 满足 
条 件 | 
do 三 0 mod(o!,*,0), IKa, (23) 


267 


则 经 过 任意 一 点 (zj um ,x?)ED，、 必 有 一 个 ner 维 曲面 ， 使 得 在 
这 个 曲面 上 eoo, 1xaszr. 

证 明 首先 要 指出 ， 条 件 (23) 在 一 次 微分 式 组 fo 中 经 受 一 
个 非 退 化 线性 变换 时 是 不 变 的 ， 不 妨 设 有 一 组 可 微 函数 bs, f 


得 det(b5)7^0, di 
o= P bio, 


d0* = M (dbA o bad). 
B1 


条 件 (23) 说 明 
do 一 "95/0, 
fsı 


其 中 ps 是 D 上 的 一 次 微分 式 ， 于 是 
d= 3 bj Droo 


一 * eI (ab Ss o AU 
= LAE! " 


f d=1 
三 0 mod(0',--.,0^), 
其 中 (ce8) 是 人 057 的 逆 和 矩阵。 
由 此 可 见 ， 当 Pfaff 方程 组 《18》 满 足 条 件 《23) 时 ， 则 方 
程 组 《20》 满 是 同一 组 条 件 . 然而 ， 对 于 《20》 来 说 ， 


db 一 > dcs 作 dx! 一 * ($5. aci 5 dx^ Adat. 


izrl 


4 ki ac a Aas )= È Da aa 0^ da 


+18m1 


aci 2c 
(- M du 347) Adan, 


£, "78r 1 


268 


所 以 d6*—0 mod (的 1)，1<Sas<sr， 当 是 仅 当 上 式 最 后 一 项 
为 零 ， 或 者 是 


R 00 
根据 定理 1， 方 程 (24) 恰好 是 偏 微分 方程 组 〈22) 的 可 积 条 


件 。 因 此 对 于 任意 给 定 的 (x;,… ,x;)eD, 必 有 方程 组 (22》 的 解 
x5 um f(x! 1 1 ee x), 1a, (25) 


使 得 
f Ceit m niox Kar. 
EA, (E n-r 维 曲 面 (25) 上 ， 我 们 有 e7—0, 1Ka<r. 
作为 定理 DEM, SUI AED xe $ 3 的 定理 3 . 
定理 5 ”任意 给 定 当 变量 ww,… 的 12 个 一 次 微分 式 o. 
omrisci,js3， 如 果 它 们 适合 结构 方程 
do SoA 
"7 (26) 
do 一 之 of 人 on 


则 在 E' 中 存在 一 族 依 赖 参 数 (w ， ， … 心 ?的 右手 标 名 以 o',o; 为 
它 的 相对 分 量 . 
WEBB 用 (6,,a,) 表示 标 架 空间 的 坐标 ， 其 中 "p 

标 架空 间 的 相对 分 量 为 2 Q. 现在 id RU 的 一 个 区 域 上 
的 Pfaff 方程 组 ” O C 

(me - 9-0, 

| OE- 0,20. 
由 于 Q'Q/,o',o/ ,党 是 结构 方 和 (26) , 所 以 

| dü!caQ'- ; 


(27) 


EXE mod(0/,05), 
j=1 
40/240, - do, 
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t - 
— WAQ. + o AB,)2:0 mod(8*,8,). 
注意 到 0'0/ 是 处 处 线性 无 关 的 ,并 且 方 程 组 (27) 实 际 上 可 化 为 


da= Y ouo, 
| t (28) 
da, — 9 a0, 
j=1 
由 定理 2 可 知 ， 存 在 一 组 函数 
a, =a; Cu, U Js 
人 -cs $,**,U ), (29) 


使 方程 组 〈28) Rr. REZ, TEE 中 存在 -- 族 依赖 Gu。 ， 
4") 的 右手 标 架 族 ， 使 o,o 是 它 的 相对 分 量 . 

.， ”Frobenius 定 理 是 于 分 重要 的 ， 它 在 微分 几何 中 有 众多 的 应 
用 .顺便 指出 ， 附 录 8 1 的 定理 2 是 Frobenius 定理 的 直接 推论 . 
曲面 的 存在 性 定理 是 定理 3 的 特例 . 
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张 量 是 Rici 引进 的 ， 它 是 在 坐标 系 变换 时 按照 一 定 的 线性 
关系 进行 变换 的 量 ， 在 微分 几何 和 学、 物理 学、 力学 中 有 广泛 的 应 
H. Rici 引进 张 节 分析 首先 是 为 了 研究 RE JILA ERE. 

在 本 节 ， 我 们 用 现代 的 语言 对 张 量 的 概念 作 一 个 简单 的 介 
H. 假定 V 是 实数 域 上 的 n 维 向 量 空间 ， 则 了 pte 实 线性 
汶 数 也 构成 一 个 向 量 空间 ， 称 为 了 的 对 偶 室 a] V*( 参 看 第 七 章 
SD. 空间 了 MTV 的 关系 是 相互 的 ， 即 空间 V 了 世 可 以 看 作 
V* 的 对 偶 空 间 。 实 际 上 ， 对 于 任意 一 个 向 量 x eV， 我 们 可 以 
定义 一 个 完全 确定 的 实 线 性 函数 8:V* R, Hir 

E= a  wfeP*. (1) 
车 把 s 和 x 等 同 起 来 ， 则 7 恰好 也 是 .了 ”上 的 全 体 实 线性 函 
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数 的 集合 . 

在 第 七 章 8 1 我 们 已 经 叙述 过 了 上 的 r 重 线性 落 数 的 概 
A4 ARV 上 两 个 多 重 线 性 函数 的 张 量 积 、 这 些 概 念 同样 可 以 
对 于 空间 V* 来 叙述 ， 

定义 RV 是 n 维 实 向 量 空间 ， 则 玉 上 的 一 个 r 重 线性 
菌 数 称 为 一 个 r 阶 协 变 张 量 ，F ”上 的 一 个 > 重 线性 蓝 数 称 为 一 
个 + 阶 反 变 张 量 ， 一 - 般 地 ， 定 义 在 V* x e xV* xV x e xV ERI 

MC X 
多 重 线 性 函数 称 为 + 阶 反 变 、* 阶 协 变 的 混合 张 量 ,或 称 为 《r,s) 
型 张 量 . 

按照 这 个 定义 ， 玉 中 的 元 素 是 1 阶 反 变 张 量 ， 或 (1,0) 型 张 
量 ，V*” 中 的 元 素 是 1 阶 协 变 张 量 ， 或 (0, 了 ) 型 张 量 . 一 个 了 次 外 
形式 就 是 阶 协 变 的 反对 称 张 量 . 

很 明显 ， 在 全 体 (r,s) 型 张 量 的 集合 中 ， 因 法 和 数 乘法 是 
封闭 的 ， 因 此 该 集合 本 身 是 一 个 向 量 空间 ， 记 作 广 ;. > 阶 反 变 张 
dis Bp V. s MEEKER AALA Ve 因此 F= 
V, V=”, | 

在 V 中 取 定 一 个 基底 {6 ， 设 在 Vt 中 的 对 侦 基 底 为 01. 
Nub, V 中 的 任意 一 个 元 素 x 可 以 表示 成 


x= xO (2) 
V* 中 的 任意 一 个 元 素 f 可 以 表示 成 
{= fð, | (3) 


其 中 A=) 我 们 的 昌 标 是 给 出 空间 V. BUE. 
首先 ， 利 用 张 量 积 可 以 构造 (r,s》 型 张 量 


à,  QQ- 690, C6 Qo 698! 5, a2 
它 是 V'xexV'xVxexVoOBBBAGRERBERRE. DOR Pu. 
~ 一 V 
r^ :个 . . 


Fe«V', Xi EV, DUE 
?71 


ó:,G- 0900:,06169- GD0/ Cf ,0 e) 
= f (Qi F(O,99 104) C) 
=f efi xi yi i 

假定 w EV;:， 于 是 

lf so, fixt) 

=f eefi rls pCa, e, 8, Â; vr), . 
—91:21:040-- G6, 901-090 (Ff e P tm m), 
所 以 . 
9 = pj, AGA, 90109 62075, (5) 
其 中 
pHi = p06", ,07,0 ,06 De (6) 
容易 证 明 ， 如 《4). 所 给 出 的 na'*' 个 (r,s) MRE 是 线性 无 关 
Bg. 因此， 我 们 有 
”定理 | nU 个 (r,s》 型 张 量 

d: CO 600, 90/1 G2 O67, cw LLL PELLE 
构成 空间 V; 的 基底 ， 故 dimF-anU. Sp r,s) WIKE PHX 
个 基底 表示 时 ， 其 系数 eiiliidu (5) 式 所 给 出 ， 称 为 张 量 9? 在 
上 述 基 底下 的 分 量 , 

如 果 在 VV 中 取 另 一 个 基底 (0:1, B 

6, —aiió, (7) 

He Cai) 是 一 个 非 退 化 矩阵 ， 称 为 从 基底 {83 到 (0) 的 过 
滤 和 矩阵 .我们 用 (07) 表示 空间 V" mp (0v) 对 偶 的 基底 ， 
因此 


07(8,) =6), 
并 且 
ó'(0,.) —ó'(a].8,) 
alià'(0;) af» 
pom 
所 以 
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=at. (8) 
将 (9) 式 与 (D RAAR, (D 式 是 用 旧 基底 表示 新 基底 ， 
ii (8) 式 是 用 新 对 侦 基 底 表 示 旧 对 个 基 底 . 现在 将 (oi KË 
EREHE (Qai ， 也 就 是 成 立 等 式 
ai ai 一， gi‘a!’ =6!, 
那么 (8) 式 可 以 改写 为 
“一 CT (9) 
(0 X5 CO 式 相 比较 ， 都 是 用 旧 基 底 表 示 新 基底 ， 但 是 过 流 
ERE (ai) Æ Cai Büxk 4B EE, WEE (7) AP ai 的 上 指 
标 是 求 和 指标 ， 在 (O Ap a;” 芍 下 指标 是 求 和 指标 . 
现 设 x eV， 它 在 基底 (04 和 10.0 下 分 别 有 表 达 式 
X 一 Xi 一 2 一 Mai 0i， 
因此 当 基 底 有 变换 式 〈7) 时 ， 向 量 x 的 分 量 有 变换 式 
x xai, 
或 者 
x" —aj x. (10) 
从 形式 上 ， (Q0) 和 (9) 是 一 致 的 . 
设 f eV*， 它 在 新 、 旧 基底 下 分 别 有 分 量 


fe=f(6,), f:=/(6), 
所 以 i 


fu =f Caid) mai f 
. =q; fis " a1) 
可 见 的 分 量 的 变换 式 AD SERWERA 〈7)-: 是 一 致 的 
正 因为 如 此 ，f 称 为 1 阶 协 变 张 量 〈 或 协 变 向 量 ) ，x RA 
1 阶 反 变 张 量 〈 或 反 变 向 量 ) . 一 般 地 , 一 个 〈r,s) WE Y 的 
分 量 piiri, 的 变换 式 如 下 ;: 
2 


7 ‘ 
[ "Ed d ` 

pO i pee, Â r, 6 ,e637) 

1 EJ 

u 20 | FoU! i i 

=a, m a, ut a :pO uem 0,9, y n,5, 


H 
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=a, a a ima a KAME (12) 


即 分 景 piini i > 个 上 指标 按照 〈9) 式 的 规律 进行 变换 ，* 个 
下 指标 按照 《7》 式 的 规律 进行 变换 ， 因 此 俗称 ”有 7 个 反 变 指 
标 ， 有 s 个 协 变 指标 . 

反 过 来 ， aD 式 可 以 作为 (r,s) 型 张 量 的 定义 式 ， "o 
如 果 对 于 空间 V 中 的 每 一 个 基底 {64， 我 们 都 指定 了 一 组 nt 
个 数 {e 和 2 站， 并 且 当 基底 有 (D 式 给 出 的 变换 时 ， 相 应 的 数 
组 就 遵循 变换 规律 (12) , 那 末 我 们 就 有 了 一 个 定义 在 V* x xy” 


xx .xz 上 的 确定 的 《r+s) EAR HAZ, AD 
一 一 一 一 
s 
有 了 一 个 《r,s) NES. 2 
KERE HP fee. FP EVÀ, murus EV， 我 们 只 要 命 
pf e, fax, 
=pli efi aieia, (13) 
其 中 2 是 /" 在 {8} 下 的 分 景 ，x4s 是 xp 在 dl 下 的 分 
E. HOT eiin fix 在 基底 变换 (7) 下 分 别 洲 循 变换 规 
律 12), QD ，(10)， 所 以 《13) 式 的 右 端 是 完全 确 定 的 ， 
与 V 中 基底 (0. 的 选取 是 无 XS. di (13) 式 可 见 ，9 对 于 
每 一 个 自 变 量 都 是 线性 的 ， 因 此 ?确实 是 一 个 (r,s) EGER. 
现在 我 们 可 以 同 显 一 下 在 曲面 的 理论 中 所 直到 的 张 量 ， 设 曲 
面 $ 的 方程 是 r—r(w.uwD, dr 


TQ7————3 . (14) 


则 iror) KHU BUE AE 2 EU EAE IL AERE MEAT IZ R 
充当 本 节 的 向 量 空间 Y, n—2. 车 有 参数 变换 
人 


w= (u, u), 


5) 
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fir 


m — Gà 
jp ER {rira} HHR {rara} 的 变换 是 
pom Dr gu" | Ow a7) 


"Qu Qu" pu 
革命 apta Ygs Barke Star l pts Wi] 

3u au’ , 

Baco Bur gui e 5 

I n "T2117. (18) 
所 以 第 一 类 基本 量 fg.sj 在 曲面 上 给 出 了 一 个 2 阶 协 变 张 最 场 ， 
称 为 曲面 的 第 一 基本 张 量 . 它 在 曲面 的 一 点 处 的 两 个 切 向 量 上 的 
值 恰好 是 这 两 个 切 向 量 的 内 积 ， 

同 理 ， 如 果 只 考虑 曲面 上 保持 定向 的 参数 变换 (15) ， 则 第 
二 类 基本 量 {ba} 也 在 曲面 上 给 出 一 个 2 阶 协 变 张 量 场 ， 曲 面 
的 第 一 基本 张 量 和 第 二 基本 张 量 都 是 对 称 的 ， 它 们 分 别 是 曲面 的 
第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 〈 都 看 作 二 次 型 ) 的 极 化 ， 

在 曲面 上 的 另 一 个 张 量 场 是 {Rib "EXE (0,9). 型 张 量 ， 
(Raoul 是 (0,4) HKE. 这 些 结论 都 可 以 通过 推导 它们 在 参 
数 变换 时 的 变换 规律 来 验证 . 

在 第 五 章 所 见 到 另 一 个 带 指标 的 量 ， 即 Christoffel 记号 
六 3,， 它 在 曲面 作 参 数 变换 (15) M BORRAR HE 


a! Qu*'8u^ Qu' 2 iu y 
D pim "5 ur gur u (Gur ow (19) 


(参看 第 五 章 81 习题 3) , DL DU, PER IET Ak 
县 的 变换 规律 ， 所 以 s) 不 是 张 量 ! 
在 第 六 章 8 5, 我 们 定义 过 切 向 量 场 的 绝对 微 商 ， 设 X 是 曲 
而 上 的 一 个 切 疝 量 场 ， 故 
X-—xr,. (20) 
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AUR (0) 在 曲面 作 参 数 变换 时 遵循 反 变 向 量 的 变换 规律 ， 但 是 
(da^) 不 是 反 变 向 量 ! 我 们 定义 
Dit ist t afi Dy (21 


X y 一 ”wore Bys 


则 Dx” 人 恰好 遵循 反 变 向 量 的 变换 规律 ，x“% 遵循 (1,1) 型 张 量 
的 变换 规律 (请 读者 自己 验证 ) ， 因 此， 虽然 Christoffel 记号 
1 了 "ps 本身 不 是 张 量 ,但 是 它 在 通过 微分 构造 新 的 张 量 时 起 着 十 分 
重要 的 作用 .在 获 曼 几何 学 中 ， 了 “gp,， 称 为 联络 系数 . 

再 有 ， 命 


bap, = iet ~ b, D. T boul? By? (22) 


则 bap 308 (0,9) 型 张 量 的 变换 规律 ， 称 为 第 二 EEKE, 
的 绝对 缴 商 ， 用 这 个 记号 ， 曲面 的 Codazzi 方程 就 变 得 十 分 简 
单 了 ， 也 就 是 
be 一 bp 一 0， (23) 
最 后 ， 我 们 提 一 下 抽象 曲面 的 概念 .在 第 六 章 8$ 4 我 们 称 在 
.变量 (uuu!) 的 区 域 D 上 给 定 了 一 个 正定 的 二 次 微分 形式 
g.odu'du^ 的 结构 为 一 个 抽象 曲面 . 曲面 上 内 董 几 何 学 的 研究 都 
.可 以 移植 到 抽象 曲面 上 来 .从 E 中 ULT qos EDITT 
一 个 要 紧 的 问题 就 是 ， 什么 是 抽象 曲面 上 的 切 向 量 和 切 空间 ? 利 
用 张 量 的 语言 ， 我 们 把 区 域 D 上 在 一 点 的 切 向 量 定义 为 一 组 实 
数 ， 它 们 在 参数 变换 下 遵循 反 变 向 量 的 变换 规律 。 当然 这 样 的 理 
需 还 是 远 远 不 够 的 。 所谓 抽 象 曲面 就 是 现在 所 称 的 局 部 的 2 维 黎 
22A. 要 把 歼 曼 空间 的 概念 从 低 维 推广 到 高 维 、 从 局 部 推广 到 
大 范围 ， 需要 把 区 域 的 概念 精确 化 、 整 体 化 ， 这 就 是 所 谓 的 微 
分 流 形 的 理论 ， 我 们 需要 学 习 人 微分 流 形 上 的 切 向 量 、 切 空间 的 概 
念 ， 需 要 学 习 微 分 流 形 上 的 微 积分 ， 特 别 是 外 微分 理论 和 张 量 分 
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Haw. JcYeinfu, GESHBDEHÓHnudhix. hEDA, HN 
是 曲面 的 内 蔓 几 何 学 ， 为 学 习 微 分 WE, RE JL TRAE 
的 、 直 观 的 背景 .为 进一步 的 学 习 ， 可 以 阅读 ， 
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保 长 对 应 
保 角 对 应 
变 分 向 量 场 
标 架 


《曲线 在 一 点 的 ) pR 
(由 面 在 一 点 的 ) 标准 展开 


Bertrand ghé 


PRAE 
参数 曲线 网 
测 地 极 些 标 系 
LEE REESE 
Mh k 
测 地 搅 率 
测 地 线 
LESE T: 
mM 
次 法 线 

次 法 向 量 
从 切 平面 


Christoffel 记号 


Cedazzi 方程 


第 二 基本 形式 
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E 5] 
《 按 汉语 拼音 顺序 ) 
第 二 类 基本 遇 
第 三 基本 形式 
第 一 基本 形式 
70 第 一 类 基本 量 
2 对偶 空间 
171 等 温 参 数 系 
l Dupin 标 形 “ 
37 E 
113 
4 “ 工 阶 正 交 标 架 场 
Einstein frg 
Euler 公式 
46 
47 F 
182 法 截面 
178 ARR 
158 (HBK) 法 平面 
158 {曲面 上册 线 的 ) 法 曲率 
167 (上 则 面 灌 基 切 方向 的 ) 法 曲率 
175 CIO 法 线 
178 RERA 
20 反对 称 化 
20 方向 角 
20 Frenet kim 
130 Frenet 公式 
188 Frobenius 定理 
G 
85 Gauss 方程 


204 


188 


Gauss 公式 
Gauss 曲率 
Gauss BIM 
Gauss 映射 


NX ks 


Led iub Le 


极 小 曲面 
渐 近 方向 
渐 近 曲线 
A 

渐 编 线 

结构 方程 
近似 曲面 
近似 曲线 
绝对 微分 
sog eoa 


可 展 曲面 


联络 系数 
Liouville 公式 


密切 平面 
密切 球面 
面积 元 素 


《曲面 的 ) Monge 形式 


N 


130 
102 
179 

95 


17 
172 


121 
93 
93 
4i 
41 

228 

113 
37 

190 
191 


77 
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161 


21 
41 
62 
48 


(曲线 的 ) 内 在 方程 
a Bree 
Bx 


Wido ri 

PRO 

LIT 

( 沿 曲线 的 ) 平行 团 向 量 场 
Pfaff 方程 组 


切线 
(iR) 切线 面 
(曲线 的 ) 切线 旬 
(Qe) 切 向 量 
(曲面 的 ) 切 向 量 
ak 

曲率 

ARER 
ETE 
曲率 线 

曲率 网 
ELT 
E 

ih £c ds 


COPS 
1 次 外 形式 
: 阶 反 变 张 量 
r Br XE X 


34 
89 
25 


112 

99 
102 
192 
267 


99 
54 
B4 
11 
52 
19 
11 
54 


- 68 


4, 
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19 
40 
19 
99 
40 
40 
4 
215 


214 
206 
271 
271 


(rs) WKE 
Riemann 符号 


适用 参数 系 
双 曲 点 
Schmidt 正 交 化 


椭圆 点 


外 代数 

外 多 项 式 

外 积 

外 微分 
Weingarten 公式 
Weingarten fX$j 


X 


(E? 中标 架空 间 的 ) 相对 分 量 
(E? 中 标 架 族 的 ) 相对 分 这 
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112 


212 
211 


` 207 


217 
130 
96 


227 
229 


相对 曲率 42 


旋转 指标 44 
Y 
一 阶 正 交 标 架 场 239 
Bi js 99 
余 切 空间 215 
余 切 向 量 215 
Z 
自然 标 架 55 
自然 标 架 运动 公式 130 
IE Nil di £x 12 
正则 曲面 片 47 
ERM 52 
主 法 线 20 
主 法 向 量 20 
主 方向 97 
主 曲 率 97 
tmi 52 
锥 面 52 


